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2.1.1 Einfuhrende Definitionen | 2.1.2 Definition: Homomorphie zweier Graphen |

Ich werdemich an an die Graphdefinition (nach NolteMeier) halten,
diespeziell auf Graphen mit Multikanten ausgerichtet ist.

Ein Graph G :={V, E,a,w,g } besteht auseiner endlichen
KnotenmengeV, einer endlichen Kantenmenge E und

zwei Abbildungena,w: E® V,

a(e) ist der Anfangsknoten vone  (a((u,v)) =u)

m(e) ist der Anfangsknotenvone  (1((u,V)) =v)

und einer Gewichtsfunktiong: E® V.

Kantensind haufig mit g, , bezeichnet.

g*(v):=|{el E|a(e) =V} | heilkt der Ausgangsgrad einesKnotensv,
g (v):=){el E|m(e) =V} | heilkt der Einsgangsgrad vonv.

g'(G):= n}@x{g’(v)} heif’t Ausgangsgrad desGraphenG; g (G) analog.

Wenn nicht andersvermerkt sind Graphenimmer gerichtet und gewichtet.

e pls do a

e

SeienG:={ V1, EL &, wt, ¢'}und G? :={V?, E2, a2, w2, &} Graphen, dann nennen wir
ein Paar von Abbildungen :V'® V?und :E'® E?einen Homomorphismus
vonG'® G? wenn sie Anfangs und Endknoten erhaltend sind :

a’( (@)= (a(®) . W( (&)= (W(e) und g&)=g( (o) furalle el E'.

kannintuitiv auf Wegeerweitert werden .

kommuatives Diagramm:

a®> y=f a" und
wy=f w

Sindy und bijektiv,so heiRendieGraphen

isomorph

2.1.3 Definition: Abbiegeverbot

Gegebensei der GraphG :={V,E,a,w,g} mit V ={V,,V,,\Vs,V,, Vs, V},
E={€,.618:€5 6 €2 €463 5 62 &4 &2}

.ez(e;vl ) =V, W(ql ) =V, ,g(q‘] ) =1und mit dem Abbiegeverbot t := (eL2 s g‘s).
Ein Abbiegeverbott ist alsoein Kantenpaar (e;,e,) mit m(e) = a(e,).

Tist dieMengeaII:ar AbbiegeverboteeinesGraphen.

e pls do

e

2.1.3 Schilder dieser Art gibt es tatsachlich |

e pls do ]




2.1.4 Die naive Methode | 2.1.5 Hauptsatz der Abbiegeverbotstheorie (Schmid) |

Sei G:=(V,E,a,w,g) ein Graph mit Abbiegeverboten T ={t,,....t}.

WinwotenlninaeniizesteqiVegZwischen S E,={el E[$t] T:t=(ee)mitel E}undzujedemvi V sei

v, und v, berechnen. Dazu wenden wir den E,:={el E|me)=\},danngilt:
Dijkstra - Algorithmus unter Ber{icksichtigung
der Abbiegeverbote an. Erfolgt die Aufnahme von vin den K iirzeste- Wege- Baum tiber eine

Kanteel E,,somussv (maglicherweise) ein weiteresMal - nicht tiber
dieKantee- inden Kirzeste- Wege- Baum aufgenommen werden.

Bel einer Kiirzeste- Wege- Berechnung muss v biszu |E, |[+1 £ g™ (V)

Der Dijkstra- Algorithmusfunktioniet nicht,da jeder Knoten nur einmal inden K -
mal inden Kirzeste- Wege- Baum aufgenommen werden.

K Urzeste- Wege- Baum aufgenommen werden kann.
Das einfache Verbieten des Abbiegens reicht nicht aus, umkiirzesteWegein

) X i Dieser Satz wird durch den Beweisder Gilltigkeit desVerfahrensdes
Graphen mit Abbiegeverboten zu bestimmen.

verbotsorientierten Knotensplittings bewiesen.

e pls do 7 @ o pls do [ @

2.1.6 Bildung von Aquivalenzklassen | 2.1.7 Kurzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten |

Sei G:=(V, E,a,u,g) ein Graph mit Abbiegeverboten T ={t,,...,t.}. . .

Auf der Mengealler AbbiegeverboteT definieren wir folgende Aquivalenzrelation : 22 Dyieilsehe WeiEE 23 Sialbehe VaiEE

(e,e)»(e,e) U e=¢ Algorithmusabhéngig ) Algorithmus ist beliebig (+)

» istreflexiv:(e,e) » (e,6,) Graph bleibt erhalten (keine Graph wird verandert

» istsymmetrisch (e,e)» (e,6,) U (e,e)»(e,&) Preprocessingphase) +) (Preprocessingphase) (=)

» isttransitiv (e, e,) » (&;,,) und (e, &,) » (&;,€,) Die Abbiegeverbote miissen Die Abbiegeverbote miissen

(e.&)»(e,8) weiterhin beachtet werden (--) nicht weiter beachtet werden (+)

flexibel gegentiber unflexibel gegenuiber

Die Mengeder Aquivalenzki Kann von der Veranderungen +) Veranderungen ()

Menge E, dargestellt werden. Im Folgenden sei

die MengeE, in einer Preprocessingphase berechnet o Methode der Kantenaufnahme Knotenorientierte Netzwerke

und die Abbiegeverbotein Aquivalenzklassen eingeteilt. @ ® Methode der mehrfachen Methode des Ziehens
Knotenaufnahme neuer Kanten

i el i il bEEn naive Methode @ Verbotsorientiertes

“‘1 e‘SP' i (%z’%:s) u (‘qzr%‘s) verboten. Knotensplitting

Die Abbiegeverbotesind aquivalent. E, ={g,,}. @ @

2.2.1 Methode der Kantenaufnahme (Standard) | 2.2.1 Methode der Kantenaufnahme |
Dynamisches Verfahren
R:=
: {es}l Statt der Knoten werden Kanten in den e e
whileR /Ed.o o e Kanteder Lange0 Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen. @ ()
Delete_min e wirdin Blaufgenommen Die GrofRe des Kurzeste-Wege-Baumes wachst )
Foralle ausgehenden Kanten € vonwu(e) do mit der Anzahl der Kanten des Graphen. 0
if (e,€)l T thenDecrease_lkey(e')

Delete_min hat Aufwand O(logm)
Decrease_key wird g* (#(€)) oft aufgerufen
Der Gesamtaufwandist O(mxlogm+ g*(1(€))))T O(m?)

e pls do u @ e pls do 1 @




2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme (Hauptsatz) I

R:=v,

s

whileR® Ado
Delete_min v wirdin B aufgenommen /

Foralle ausgehenden Kanten € vonvdo
if (e,€)l T thenbegin
if €1 E, thenDecrease_ley(M(€) y o)
else Decrease_lkey(m€))

Die Anzahl der aufgenommenen Knotenist n+ | E, |.
Damit ist der Gesamtaufwand des Algorithmus O(m+ ((n+| E, [) ¥og(n+| E, [))T O(mxogm).

e pls do 1 @

2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme I

Dynamisches Verfahren

Wird ein Knoten uber eine Kante, von der aus Abbiegeverbote
existieren (Menge Eo), in den Kurzeste-Wege-Baum aufgenommen,
so darf dieser ein weiteres Mal, aber nicht tiber diese Kante,
aufgenommen werden.

Die GroRe des Kirzeste-Wege-Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der Abbiegeverbote des Graphen.

OO O

CROSONENOSOSOSOS0,
©
(5)

2.3.1 Definition Wegeéquivalenz |

Sei G ::{Vl, E'at, m),gl} €in Graph mit Abbiegeverboten T

und G? ::{VZ, E*a’, m?,gz} ein Graph ohne Verbote, und esexistiert
ein Homomorphismus( , ) vonG?nach G*

dann heilt G? eine verbotsfreie Erweiterung vonG* : U

(VE1) , sindsurjektiv
(VE2) Zu jedem, nicht verbotenen Weg w' in G* existiert ein Weg
W inG® mit (W) =w
(VE3) Zu jedem Wegw? in G2gilt : w
(w?) enthélt keinen verbotenen Teilweg.

2.3.2 Knotenorientierte Netzwerke (Standard) |

Statisches Verfahren

Jede Einfall- und Ausfallstrae erhalt
einen eigenen Knoten

Das Abbiegen wird durch die
Verbindung einer Einfallstraf3e mit
einer Ausfallstra3e dargestellt

Das Ldschen dieser Verbindung pon
bedeutet ein Abbiegeverbot (6)
Flexibel wie ein dynamisches T
Verfahren

Jeder Knoten v erzeugt g*(v) + g (v)
Knotenund g*(v) xg™ (v) Kanten
Die Anzahl der neuen Knoten ist O(m),

die Anzahl der neuen Kanten ist O(m?)

e pls do 1 @

2.3.3 Das worst case Beispiel |

m Kanten

SeiV ={v},E={e,., e} mita(g)=u(g)i =1.m
Der Knoten v, wirdin 2m Knoten gesplittet
und erzeugt m* Kanten.

Das Verfahren erzeugt O(2>xm) Knotenund g™ (v) xg*(v)1 O(m?) Kanten.
v

Damit liegt der Aufwand des Verfahrens in O(m?)

e pls do u @

2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten (Reissenberger/Briichert) I

Zu jeder Kanteel E, undzu jeder Kantee' mit
w(e) =a(e')und(ee)i T definieren wir eine
neue Kanteé mit a(€) = a(e) und m(é) = m(e').
Fallsel E,,somusszu jedem(€,e")T T das

Abbiegeverbot (€ €") in T aufgenommen werden.
Die Kanteesowiedas Abbiegeverbot (e, €')
werden gel6scht.

@ (s)

@

© ?¢
T={(e3:€30) (815, 85)} 4@*




2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten

e pls do

Statisches Verfahren

Jedes Abbiegeverbot wird durch
Ziehen einer neuen Kante, welche die
erlaubten Wege darstellt, tberbriickt.

Die neuen Kanten kénnen einen
ganzen Weg beinhalten.

Knoten mit Abbiegeverbot kénnen
eventuell nicht mehr erreicht werden.

Bei verschiedenen Abarbeitungsfolgen
der Abbiegeverbote sind die
resultierenden Graphen eventuell nicht
aquivalent.

Die GroRe des Kiirzeste-Wege-
Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen.

2.3.5 Die Methode terminiert nicht immer ?! |

- D@

T ={(e2.61): (8384}

To ={(&s80). (0580}

Hausaufgabe:

O—® '?e O
Finden Sie eine Bedingung
dafiir, dass das Verfahren

T ={(€43:80). (6,5:6:4) } terminiert.

o pls do 2

2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge

e pls do

T =(TE (855, 80)\(84,8,)}

e

2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge (2. Teil) |

080 _

59
@

Toas = (TE (&55,€.0) E (€,5, &) E (€5, €.,))
V(&2 €,6) E (82, €6) E (&2, 856))

Q
O 50 @0
o

To =(TE (&421€6) E (&, €,5))
V(&3 850) E (843, €30))

@

e pls do 2

2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge (3. Teil)

e pls do

Reihenfolge:
= (813:36) (82:86) (85.81) (€5, 84)

e

2.4 Der Beweis des Hauptsatzes |

2.4.1 Erster Schritt desAlgorithmus (blaueKnoten)

Sei G:=(V,E,a,w,g) ein Graph mit Abbiegeverboten T ={t,,...,t,}. Wir konstruieren
eineverbotsfreie Erweiterung G := (V, E, &, %, §). E, ist dieMengealler Kanten, von
welchenausein Abbiegeverbot beginnt: E,:={el E|$t] T:t=(ee)mitel E}
DieKanten ausE, sind dieroten Kanten, dieKantenausE \ E, sind dieschwarzen Kanten.

Zu jeder Kantee aus E, definieren wir einen neuen Knoten v, 1 V (blauer Knoten).
der erzeugenden (roten) Kanteaus E, wird dieser Knoten als Endknoten zugewiesen::

a(e):=a(e) we) =Y, e e
Vi=VE ¥,  damitist|V|=|V[|+|E| T O(n+m) ®§ ®=:/‘
dE
»@}+

e pls do 2%




2.4.2 Zweiter Schritt des Algorithmus (neue Kanten) |

Zu jeder (roten) Kanteel E, definieren wir eineMenge N, alsMengealler Kanten,
dievon e auserreichbarsind: N, :={ el E|u(e) =a(€')und(ee)i T}
Diessind genau die Kanten, in die von der Kantee ausabgebogen werden darf.

Jededieser Kanten wird ebenfallsverdoppelt. Sei €, (blaueund griine Kanten)
dasDuplikat der Kantee' aus N, dann definieren wir :
P _ me) fallsel E, (griineKanten)
aE)=q, WE)= _ P

Ve fallse'l E, (blaueKanten)

g(@)=g()

E=EE g damitist

dE, eiN,

IEIHE[+ g"(Me) - ITEIEI+g (G)AE, |
E

d
e pls do ] @

2.4.3 Die Methode des verbotsorientierten Knotensplitting (Schmid) I

Statisches Verfahren

Der Endknoten jeder Kante, von der
aus Abbiegeverbote existieren, wird
gesplittet und der Kante als
Endknoten zugewiesen.

Originalknoten und Duplikat stellen
die selbe Kreuzung dar.

Nur die Kanten, in die abgebogen
werden darf, werden gezogen.

Die GroRe des kiirzeste-Wege-
Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen.

o pls do %

2.4.4 Beispielgraph |

Um diefolgenden Schritte zu erlautern verwenden wir folgenden
Beispielgraph:V ={v;, ..V,}, E wiein der Zeichnung vermerkt,
T ={(e12:86):(€12:85): (€:3:€57), (815, 856)}

B ={€..656

e pls do 2 @

2.4.4 Beispielgraph nach der Knotenverdopplung |

Jeder Endknoten einer Kanteaus E, wird verdoppelt.
Der entsprechenden Kanteaus E; wird dieser Knoten
als Endknoten zugewiesen.

B ={e.2.85.66

Vier ={Vi - Vo, V', V', V')

e pls do = @

2.4.4 Die Verbindung mit den erlaubten Richtungen |

Von den neuen Knoten aus werden nur die Kanten
gezogen, welche nicht verboten sind. Liegt die

entsprechende Kantein E,, so wird die neue Kante
mit dem neuen Knoten verbunden.

E, ={€:€3:€,5}
E=EE{€1,6::€4:82: 6. B

Vi ={V1,..V9,VZ',V3',V5'}

e pls do 2 @

2.4.5 Erstes Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten I

T ={(e,8.).(&380}

e pls do 2 @



2.4.5 Das zweite Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten I

e pls do 2 @

2.4.6 Der Beweisiiberblick |

Grundidee: Die Kanten werden durch ihren Anfangsknoten
klassifiziert (2.4.8)

Homomorphie: Die Grapherweiterung ist homomorph zum
Ausgangsgraphen (2.4.9)

Wegeaquivalenz: Die im erweiterten Graphen berechneten
kiirzesten Wege sind die kirzesten Wege im Ausgangsgraphen
unter Bertcksichtigung der Abbiegeverbote (2.4.10 und 2.4.11).

N
~ O/

Minimalitat: Im erweiterten Graph darf keine Kante
weggelassen werden (2.4.12)

2.4.7 Die Definition der kanonischen Projektionen |

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V, E) dessen Erweiterung,
dann definieren wir die Projektionen P wiefolgt :

v falsvi V (schwarzer Knoten)

P.(v):= " R
(¥ we) fallsv=v,I Vvonel E,erzeugt (blauer Knoten) wurde

e falsel E (schwarzeoder rote Kante)

P,(e):= e falsel Evonel N, (6,1 E;) erzeugt (blaueoder griine K ante) wurde

Mit dieser Definitionsind P, und P, surjektiv und erfiillen damit die Bedingung (VE1).

Wenn klar ist welcheProjektion gemeint ist, schreiben wir auch P statt P, bzw.P , .

e pls do = @

2.4.8 Klassifikation der Kanten durch Anfangs und Endknoten I

el E\E, 0 eistschwarz U a@©iVv a@ElVv
el E, U eistrot 0 a@Eiv melvVv
el E,P(e) E\E, U eistgrin 0 a@Eiv wmelvVv
el E,P(®I E, U eistblau 0 a@Eiv wmeivVv

e pls do B

2.4.8 mogliche Knoten / Kantenfolgen in G |
Startkantenfarbe schwarzes und blaues Level
o OO0 O—0O—06
oo O—0—0 O—@0—0O

Sei eeine griine oder schwarze Kante, dann gilt P ()1 E\E,.
Sei eeinerote oder blaue Kante, dann gilt P (€)1 E,.

e pls do ] @

2.4.9 Die Homomorphie (1.Teil: schwarze und rote Kanten) I

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und CE (\7 E) dessen Erweiterung,
danngilt: a(P,(e)) =P,(a(e)) undm(P ,(e)) =P,("(€)) (siche2.3.1).

Beweis:

Sei el E,danngilt (schwarzeoder roteKante):

(v, =) a(P,(e)=a(e) (Deéfinition vonP ,)
=P,(@() @@1V)

analogesgilt fir w, fallsel E, alsofalseschwarzist.

Seiel E, (rot), danngilt:

(=) MP,(@)=me)  (DefinitionvonP )
=P,(¥,) (DefinitionvonP,)
=P,(Me) (mit2.4.1)

e pls do %




2.4.9 Die Homomorphie (2. Teil: griine Kanten) |

Sei &l Evonel N,, ei E,erzeugt,danngilt: €istgriin und
v,  a(P,@)=a(e) (Definition von P, und €' erzeugt €)
=me) (e €'istein Weg,
nach Definition von N,)
=P,(V,) (DefinitionvonP,; el E,)

=P,(@(€)) (Definition vona)

(v, =) WP ,(€)=me) (Definition von P, und €' erzeugt €)
=P, (me€)) (eT E\E, (schwarz)
und Definition von i)
=P,(ME) (242

e pls do E @

2.4.9 Die Homomorphie (3. Teil — blaue Kanten) |

Sei &l Evonel N,, el E, erzeugt,danngilt: €ist blauund
(3 a(P,(@)=a(e) (Definition von P,
und €' erzeugt €)
=me) (e €istein Weg,
nach Definition von N,)
=P,(V,)  (DefinitionvonP,)
=P,(@(€)) (Definitionvond)
(v, =) MP,(8)=wm(e) (Definition vonP ,
und € erzeugt €)
=P, (V) (Definition vonP, und v,)
=P, (ie)) (Definitionvonyv,)
=P,(m&) (242

o pls do El

2.4.9 Der erweiterte Graph ist homomorph zu G |

Furaleel Egilt:  a(P,(€)) =P,(a(e)) undmP,(e)) = P(ii(e))
nach 2.1.2 ist alsoG homomorphzuG.

e pls do 2 @

2.4.10 Jeder, nicht verbotene Weg besitzt ein Aquivalent (VE 2) I

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegever boten T und G = (V, E) dessen Erwaiterung
dann gilt : Zu jedem erlaubten Weg w:=(e,, .., €,) mit (g,e.,)| T(i=1..n-1) inG
existiert einWeg W= (g, .., &,) in G mit P(§)=g furi=1.n und a(e)l V.

Beweis: Wir konstruieren den Weg W: Seigl w
1.Fall:Sei €_, schwarz oder griin oder i =1, dann definieren wir § =¢.
€ ist damit schwarz oder griin, esgilt P (§) =g und esgilt :
Mme._,)=w(e.,)  nach Definition von i
=a(e) w istein Weg
=a) nach Definition von § .

2.Fall:Sei & , blau oder rot, danngilt :q ,T E, und g ist (weil (g_,,6)T T) alsElementvon N,
verdoppelt worden - dieses Duplikat heisse &. Wir definieren & :=& (blau oder griin).
Esgilt:P(€)=¢ (2.4.7) und

[ZCRELA nach Definition von i

e =a@), (242 i

2.4.11 Kein Weg in G enthalt Abbiegeverbot (VE 3) |

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T undG = (\7 E) dessen Erweiterung
undsei W:= (€, .., &) ein Wegin G, danngilt w:= (P(&),...P(&))
ist ein Wegin G, der kein Abbiegeverbot enthalt.

Beweis: Sei Wein beliebiger Wegin G, und sei € i=2..ngewahlt,danngilt :
(1) P (W)ist ein Weg: WP (§.,)=P(#§&.,)) Homomorphie
=P (@) (Wist ein Weg)
=a(P(g)) Homomorphie

(2) Annahme: P (W) enthalt ein Abbiegeverbot (q,l,q)T T ,danngilt:

&, ist blauoder rot und (& ,) =V, , .Mit 2.4.8ist & blauoder griin und
ist nach 2.4.2 von einer Kanteerzeugt wordenin dievon g _, ausabgebogen
werdendarf (Widerspruchzu (e ,,€)1 T).

e pls do a @

2.4.12 Die Minimalitat |
Zu jedemel Ee(isierteinerlanterWegw::(el,..,eh)inG mit der

Eigenschaft, dassdleWegew:= (€, .., §,) in G, mitP (€)=¢ und
*) a@iv, dieKante & enthalten.

Beweis: Sei a (v) dieAnzahl der Abbiegeverbote (e, ,), mit w(e ) = v (Anzahl der
Abbiegeverboteam Knoten v). Nach Konstruktion gilt :
DieMengeP (e) = §neroteKmteund biszua (Me)) blaueKanten falsel E, i

eineschwarze Kanteund und biszu a” (u(€)) griine Kanten falsel E,
1.Fall: Sei & schwarz oder rot, dann definieren wir w = e, dann gilt mit oben
P(e)G{&l E|a@) v} ={e und damitist einelementig.

2.Fal:Sei € =&, blauoder griin, dann wurde &, von einer Kantee E, erzeugt),
dannist (¢,&)1 T ein (erlaubter) Weg mit Z(¢')T V und mit obenist die Kante € eindeutig.

o pls 6o

Hausaufgabe: Suchen Sie scharfere Minimalitétsaussagen fir diese Erweiterung. *@*




2.4.13 Die Verbesserung von Lewandowski (6.07.2004) |

Seiene, el E,, mMe)=me,)und N, =N, dannkénnendie KnotenV, undVv,
zusammengefasst werden, und damit miissen die Kantenaus N, = N, nur
ein mal verdoppelt werden.

e pls do @ @

2.5 k-kiirzeste Wege mit dem Algorithmus von Azevedo |
2.5.1 Definitionflr k - kirzeste Wege

Gegebensel ein Graph G:= (\/,E,a,W,g)i)WieeinStartknotmsundein Zielknotenz.
EinWegw heift zyklenfrei:0 kein Knotenkommtin wmehrfach vor.

Sei W die Mengealler Wegevonsnach z (dieskonnenbiszu (|V |- 1)! zyklenfreie Wegesein).
EinWegw; heiRtkirzester Wegvonsnachz:0 g(w)? g(w,)firalew T W

(dieserist i.A. nicht eindeutig). Sei w; 1 Wfest gewahlt,

dann heiRt w, 2neitkiirzester Weg vonsnachz:0 g(w)? g(w,) fir alew T W\{w}.
EinWeg heiRtk - kirzeder Weg vonsnachz:U g(w) 3 g(w,) furalew T W\{w,,..,w_.}.

o pls do “ @

2.5.2 Zweitkiirzeste Wege in einem Graphen - (einfiihrende Beispiele) I

z z

o
o
o

Gesucht ist der zweitkiirzeste Weg von s nach z
Dijkstra ist dem Problem zweit kiirzester Wege nicht gewachsen

e pls do s

Algorithmus oder Graphveranderung ist notwendig i

2.5.3 Algorithmus von Azevedo (1990) modifiziert von Schmid I

>

Statisches Verfahren (verandert nur den Graph —
nicht aber den kiirzeste Wege- Algorithmus)

Azevedo verwendet die Methode Pathdeletion

\ (Wegeverbote).
1. Erschaffe einen neuen Startknoten und einen
neuen Zielknoten (spéter).

2. Verdopple den kirrzesten Weg ohne erste und ]
letzte Kante bzw. Knoten. (Wegeverdopplung) i

3. Weise der ersten Kante einen neuen Endknoten °
zu. (Umleitung)

4. Ziehe alle Kanten tber die der kiirzeste Weg =Y *

verlassen werden kann. (Verbindung mit dem

Ausgangsgraphen)

e pls do ] @

2.5.4 Beispiel fur den modifizierten Algorithmus von Azevedo I

Der kirrzeste Weg ist nicht mehr begehbar. Der zweit und
drittklirzeste Weg sind noch maglich. »@»

e s,

2.5.4 Der zweitkurzeste Weg von 1 nach 4 |

Der verdoppelte Wegiist blau
DieVerbindung mit dem
Ausgangsgraphen griin.
DieKanten (2',5) und (5',4)
werden nicht gezogen. Die Kante
(1,2) wir zur Kante(1,2").

e pls do a




2.5.5 Beispiel fur zweitkirzesten Weg mit Schlinge |

!

e

o—0
[ ]
o o

— @

Der zweitkiirzeste Weg ist nicht der vermutete (griine) Weg, sondern
der rote Weg, der sich vom kiirzesten Weg nur durch eine Schlinge
unterscheidet.

Lénge des roten Weges = 6 < 8 = Lange des griinen Weges I

e pls do a

2.5.6 Der erste Schritt |

Problem:

Der Algorithmus von Azevedo kann in dieser Form einen &)
zweitkiirzesten Weg der Form

Schlinge - (alter) kiirzester Weg oder

(alter) kirzester Weg — Schlinge nicht erkennen.

Ldsung:

Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen
Zielknoten

Verbinde den neuen Startknoten mit dem alten
Startknoten durch eine Kante der Lange 0.

Verbinde den alten Zielknoten mit dem neuen
Zielknoten durch eine Kante der Lange 0.

o pls do s @

Beispiel fur einen erweiterten Graphen incl. 1 Schritt |

O O

O 5 O

Der zweitkiirzeste Weg (orange) beinhaltet die Schlinge beim Startknoten I

e pls do s

2.5.7 Aufwand des Verfahrens von Azevedo |

Der kiirzesteWegzwischen 2 Knotenkann maximal V| = n Knotenundn - 1Kanten
beinhalten Die Anzahl,der vomkiirzestenWeg wegwei serden Kantenist
maximal|E|- 2=m- 2. DamitistdieAnzahl der neu erschaffenen Elementemaximal
n Knotenund m- 2 Kanten.Der Platzbedarf kannsichalsofast verdgppeln.

Der Aufwand, denzweit - kiirzesten\Wegzu berechnen,

kannalso bel Anwendung desDijkstra- Algorithmus zwei

mal solangedauernwiedieBerechnurg des kiirzesten Weges.

Aufwand = Dijkstra(G) + Erweiterurg + Dijkstra(G,,,)
=0(m+nxogn) +O(m+n) +O(m+nxogn) =O(m+nxogn)

Damitist Azevedo=0O(m+nxogn) £ Hoffman=0(n?)

(fallsmi O(n?)) < Pollack=0(n(n+m)xogn)

e pls do s @

2.5.8 Drittkiirzeste Wege nach Azevedo |

Erschaffeeinen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten Berechneden
kiirzestenWegw; und den zweitkirzesten Wegw, = (€7, .. ,eﬁz‘z ). Der gemeinsame
maximaleAnfangsweg(e = €, € = €, ..., =€) muBnicht verdoppelt werden.
Eswerdennur dieKanten(e?,, .. ,eﬂi ) und diedazugehtrigen Knoten

verdoppelt Die Kanteeﬁ1 Uber dieder kirzesteWeg verlassenwird, bekommt
einenneuen
Endknoten.Ziehealle
Kanten tber die w,
verlassen werden kann.

e pls do s @

2.5.8 Drittkurzeste Wege nach Azevedo |

e pls do s @




259 k -kilrzeste Wege nach Azevedo |

Berechnungdesk + 1 kiirzesten Weges:
Erschaffeeinen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten Berechnedie

k - kirzestenWegw, .., w, (mitw, (€, .. ,e"“ )). Der gemeinsamemaximale
Anfangsweg(e =€f, & =€}, ... & =€) mitl <k, j maximal,muBnicht
verdoppeltwerden. Eswerden nur die Kanten(ef;,, .. ,e"kk ) unddie
dazugehdrigen Knoten verdoppet. DieKanteel'i1 tiber diew; verlassen
wird, bekommteinen neuen Endknoten Ziehealle Kanten iber diew,

verlassen werden kann.
Aufwand = Dijkstra(G) + Erw. + Dijkstra(2>G) + Erw. +... + Dijkstra(k >G)

= ‘ O(i Xm+nxogn)) +O(m+n) - O(m+n)

i=1

Damit liegt der Aufwand bei O(k?* Xm+nxogn)). @

e pls do s

2.5.10 Der schlimmste Fall |

Gegebensei ein Graph, der nur auseinem Zyklusbesteht.Der k - kiirzesteWeg
von s nach z ergibt sich ausdem kiirzesten Weg und dem anschliesenden
k-1maligen Durchlaufen deskompletten Graphen.

o pls do E] @

2.5.11 Beweisuberblick des Algorithmus von Azevedo |

Ausgangsgraphen (die zeigt man tiber kanonische

Jeder Weg im erweiterten Graphen ist auch ein Weg im @
Projektionen = inverse Abbildung der Wegeverdopplung). =

Alle Wege (auf3er Wegen, die die k-kiirzesten Wege enthalten) im
Ausgangsgraphen, sind auch Wege im erweiteten Graphen (man
konstruiert den Verlauf eines gegebenen Weges im erweiterten
Graph).

Genau die k-kiirzesten Wege sind verboten.

e pls do 57 @

2.5.12 Der Algorithmus von Hoffman & Pavley |

Berechnungaller kirzesten\Wege zum Zielknotenhin.
Der kiirzesteWeg (g,...,€,) vomStart zum Zielknotenist
damit ebenfallsberechnet.

Nimmvon jedem Anfangsknaen jeder Kanteg des
kiirzesten\WegesjedeKantee ¢ mita(e)=a(g)
und berechneden zweitkirzesten Weg als

rrlfnmjn{d(sa(e)) ge)+ d(ule).2) |mitale)=als)}

Der zweitkirzeste Wegist also
(e,-.&,, 1,69+ kiirzester Weg von u{e) nach z.

e pls do s

2.6 (Kurzeste) Wege in Graphen mit Wegeverboten |

Reduktion auf relevante Wegeverbote und Aquivalenzklassenbildung
(2.6.3)

Die Wegeverdopplung (2.6.4)
Der Wegebaum (2.6.5)

Verbinden der gesplitteten Wege mit dem Ausgangsgraphen
(2.6.7)

Verbinden der gesplitteten Wege untereinander (2.6.9)

e pls do S0 @

2.6.1 Definition Wegeverbot

EineKantenfolge w:= (g,...¢,) heiRtWeg, wenn fe )=ale.,) i =1..n- 1.
EinWeg p:= (q,..,q)heiﬂt Wegeverbot, wenn die Sequenz (q en)
inkeinemWegvorkommendarf. P istdieMengealler Wegeverbote.

\ Autobahn o o
Vaihingen \
) p=a:.e..0)
B 14

—

t 1 % Universitat
Schattenring @
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2.6.2 Kanten missen evtl. mehrfach befahren werden

Beim Fahren von vs nach vs muss die Kante e, mehrfach befahren
werden

e pls do o

e

2.6.3 Reduktion, Klassenbildung und Anfangswege |

ExistierenWegeverbde p, ptmit pist Teilwegvon p, so muf
das groRereWegeverbd pichtmehr betrachtetwerden.

Die ersteKante von p hat eine wichtigeBedeutung.
Aquivalenklassenbidung: p@p U & =§

Furwl Wund pl Pmitg =g sei
a:=aga(p,w):=max{ k| § =g firi=1..k}
die Anzahlder gemeinsamen Anfangskanten
vonwund p. pheilt Anfangsweg vonw.

pheiBtein maximaler Anfangsweg,
wenn aga(p,w)=max{ aga(p,w)| pi P}

o pls do

2.6.4 Die Wegeverdopplung

Idee: Erste Kante eines Wegeverbotes umleiten, um dann den
letzten Schritt zu verbieten.
Wir betrachten ein Wegeverbot: p:=(e,...,€,).

e,
P
Verdopple die Knoten und Kanten von p i e, en\inJ
ohneerstes und letztes Element :
Knoten: vy, ...,v?,, Kanten: €},...,e0,.
Weise g einen neuen Endknoten zu: (g, ):= v/ " e e2v
1 1

Die kanonische Projektion weist Duplikaten
ihreOrigindezu: P(g”) =¢

e pls do &

2.6.5 Der Wegebaum |
Wir betrachten schrittweise jedes Wegeverbot p. p ?

Wenn bereits Wegeverbote aus [p] gesplittet wurden,
somuf3 p nicht von Anfang an gesplittet werden.

von p inder Mengealler Wegeverbote,
die bereits bearbeitet wurden. DieAnzahl
der gemeinsamen Anfangskantensei q.

Sei p¢=(eg..., e¢) der maximale Anfangsweg e"pli e

Wir verdoppeln die Elementedes Wege-
verbotes p erst ab Kanteq +21und hangen diese
an den maximalen Anfangsweg an:

)= aleh=ule )= ple)=e

e pls do

2.6.6 Endwege

Wheif3t Endweg von wt, wenn einindex q 3 0
existiert,sodal ef; =§ fur1£i £n- q.

Wbeginntinnerhalbvon weverlauftdann
gleichbis zum Ende von wégeht dann
eventuellnoch weiter.

n- gistdie Anzahlder gemeinsamen
Endkanten.

EinEndweg Wheifl3t maximal
wenn n- § maximalist.

e pls do &

2.6.7 Die Verbindung mit dem Ausgangsgraphen |

Zu jeder Kanteémit a(&) = u(g ) betrachten wir den Wegw:= (g;...¢ &),
der mit der gleichen Kante (g, ) beginnt wie p, ein Stiick ;
paralel verlauft und p tber die Kante é verlaft. I

®

1. Fall : Esgibt kein p¢das Endweg vonw ist.

Uber die Kantenfolge (g, €) kann p ohneweitere
Beachtung von Verboten verlassen werden. Zu jedem
dieser Kantenpaare definieren wir eine neue Kante

e mit ae’,):=v, wle’):= @) und P(e"):= & die °
das Duplikat von p mit dem Ausgangsgraphen verbindet. .'e‘\)l(
Die Kante € kann mehrfach gesplittet werden.

e pls do &
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2.6.8 LOsung des einfuhrenden Beispiels

Lo

A

]

e

2.6.9 Die Verbindung mit den gesplitteten Wegen |

Zu jeder Kanteé mit a (&) = w{g ) betrachten wir p
wieder den WegWw'= (&,,..,6,8). L4

2. Fall : Esgibt Wegeverbote p¢die Endwege
vonwsind mit p@ [p], undsei pder maximale
dieser Endwegemité =&

Uber die Kantenfolge (g, &) kann p verlassen
werden, wenn u.a. p weiterhin beachtet wird. Zu
jedem dieser Kantenpaare definieren wir eine neue
Kante mita(qf’[*f’):: VP, W(qf’(""’):: v und P (qf’[*f’):: 8,

welche die gesplitteten Wegevon p und p verbindet.

fernpls. do & @

2.6.10 Beispiel fir eine Grapherweiterung

Gegeben sei ein Graph G mit
denKnotenv,,..,v,, ,den Kanten
e1,2 e2,3 %,4 e4,5 eA,G e6,7 eB,S e8,9 eB,lO
und den Wegeverboten
P=6,656,65,
P =€36,66&;
Ps:=6, €6 &g Eo-

e

2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung |
Das Wegeverbot

P=€,6:6,865, 4" 6 8¢« 10

e ® ® @ W

dieKantene, , e, ,
und die Knoten (3) Q) @) @ > @
Vy Vg Ve

€,5 und v, werden

nicht gesplittet. (2) (3) @) (6 /—»@

Der Kante g, wird

einneuer Endknoten

zugewiesen: @ X @ X @ X @4’@
we,)=v, ..

2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung

® @)

® ® & OO
® & O OO0
® Cg @g OO

fernpls. do @

Beispiel nach der Verbindung mit dem Ausgangsgraphen |

P: =6, €6 6&s o

4 S5 S8 S 7’
kann tiber die drei Q
Kombinationen

(93,4 e4,5) (94,6 es,7) @)

(&0 820)
ohne Beachtungvon Cz)
Verboten verlassen

werden. @

(e.e5)=lePes) ® e,
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Beispiel nach der Verbindung der gesplitteten Wege |

Pi=€, €58, 8,kann
uber die Kante e, ; verlassen 4 6" 8 @

ejpypz
werden, wenn p, und p, .3

weiterhin beachtet werden.

W= 8, &3 &4 66 @D @“

P, = €3 Ga G &7
P = Ca G Gs G

p, und p, sind Endwege von w. @) @)

p, ist maximaler Endweg,
deshalb wird die Erweiterung

mit p, verbunden. @ @

(e €00)= (eafl ) ® ey &

e pls do

2.6.11 Beispiel mit selbstuberlappendem Wegeverbot |

Gegeben sei ein Graph G mit den Knotenv;, ..., v, und den

Kanten e, &,,€,5€,, €56, &3 €, und dem Wegeverbot
1,2,3,4,1,2,34,1,2,5. Dasbedeutet, da3daszwei oder mehrmalige
Umfahren Hauserblocks1, 2, 3, 4 und dasanschliellende Abbiegen
nach 5 verbotenist.

o pls do u @

2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg |

)

O\ ®\ & ©
®\® ©
® ® =)

o pls do

2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg |

Zuerst wird wieder das Wegeverbot
verdoppelt. Der verdoppelte Wegist
grin dargestellt.

Uber die Kantenpaare (ef,%vs), (ezp,%e),

(€.e,) und (€2,e,,) kann pohne
Beachtung weiterer Wegeverbote
wieder verlassen werden.

Deshalb werden die Kanten

€51€56, 85 UNd €y,

(blau) gezogen. I

2.6.11 Wegegraph des Hauserblockbeispiels |

Der Weg w:=12341234123
besitzt das Wegeverbot p

zwei Mal als Endweg :

w= 1234 1234 123

p= 1234 1234 125
p= 1234 1234 125
im oberen Fall mit 6im unteren Fall
mit 2 gemeinsamen Endkanten.

Deshalb wird zum Paar (€, €°) =(e,, &5,
eineneue Kante & definiert und
s0 2" mit 3" verbunden.

e pls do 7

2.7 Beweisiiberblick |

Grundidee: Klassifikation der Kanten durch Ihre Anfangs- und
Endknoten.

Church-Rosser Eigenschaft (Konfluenz): Der Wegegraph ist
von der Reihenfolge der behandelten Wegeverbote
unabhangig.

Homomorphie: Die kanonischen Projektionen sind surjektiv und
inzidenzerhaltend.

Wegeaquivalenz: Die mdglichen Wege des Wegegraphen sind
genau die erlaubten Wege im Ausgangsgraphen.

N/
-~ —
Minimalitat: Vom Wegegraph darf keine Kante oder Knoten @
weggelassen werden. =

e pls do £l @
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2.7.1 Zusammenfassung und Ausblick

e pls do

Entwicklung dynamischer und statischer Algorithmen zur Berechnung
kiirzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten.

Erweiterung eines statischen Algorithmus auf Wegeverbote.

Der entwickelte Algorithmus (2.6) stellt eine Verbesserung des

Algorithmus von Azevedo zur Berechnung k-kirzester Wege (2.5) dar.

Der vorgestellte Algorithmus kann mit den aktuellen Methoden zur
Routenplanung kombiniert werden.

Ubertragung des Verfahrens auf andere Bereiche wie z.B. Logistik.

Reduktion der Wegeverbote durch schrittweises
Betrachten. Derzeit werden alle Wegeverbote auf
einmal betrachtet.

Erweiterung eines dynamischen Abbiegeverbots-
Algorithmus auf Wegeverbote.
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