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Aufgabe 17 Myhill-Nerode (10 Punkte)

Sei L = {zxfy | z,y € {a,b}* A |x| > 0}, wobei =% das gespiegelte Wort von z ist.
Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Myhill und Nerode, dass L; nicht regulér ist.

Aufgabe 17 (L6sungsvorschlag)  Myhill-Nerode

Man betrachte das Wort wy, = ab®>*+1a fiir k > 0. Es soll zuniichst gezeigt werden, dass
kein z € {a,b}" existiert, so dass zz® Prifix von wy ist. Aus |z| > 0 folgt, dass zz® mit
einem a beginnen und daher auch enden muss. Es miifite also w; = zz® gelten. Daher
folgt sofort der Widerspruch

2-k+1=4+4pwy, = #px + #,37 =2 -

Es muss also x = wy gelten fiir jedes £ > 0, d.h. wy ¢ L;. Weiterhin gilt wyw, € L;.
Man betrachte daher fiir k& # | das Wort wyw; = ab***'aab?*"*1a. Dann folgt wiederum
fiir jede Zerlegung xxfy, dass xz® mit a beginnen und daher auch enden muss, so dass
nur zz® € {wy, wga, wyw;} in Frage kommt.

Der Fall zz® = w;, kann ausgeschlossen werden, da in z2% jedes Auftreten eines Zeichens
gerade sein muss, jedoch in wy nur eine ungerade Anzahl von b-Symbolen enthalten ist.
Entsprechend folgt auf Grund der Anzahl von a-Symbolen, dass zz® = wya nicht gelten
kann. Im Fall zz® = wjw,; folgt schlieflich, dass |wy| = |w;| gelten muss, was aber nur
fiir [ = k der Fall ist.

Daher folgt V&VI: wyw; € Ly < | = k. Damit befinden sich alle w, in verschiedenen
Aquivalenzklassen, und es folgt, dass L; nicht regulir ist.

Aufgabe 18  kontextfreie Grammatik — CNF — GNF, CYK (3+3+3 = 9 Punkte)

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({S, 4, B}, {q,b}, P,S) mit P = {S —
a$AA,A— B|SBa,B —b|¢}.

a) Uberfiihren Sie G in Chomsky Normalform.
b) Uberfiihren Sie G in Greibach Normalform.

¢) Uberpriifen Sie mit dem CYK-Algorithmus, ob die Worter ababa und baba in L(G)
enthalten sind.



Aufgabe 18 (L6sungsvorschlag)  kontestfreie Grammatik — CNF — GNF, CYK
a) Uberfiihren von G in Chomsky Normalform:

— Entfernen von &:
S — aAA
A— B|SBale| Sa
B—b

— Entfernen von &:
S —aAA|adAa
A— B|SBa| Sa
B—b

— Entfernen von Kettenableitungen A — B:
S —aAA|aA | a
A—b|SBa| Sa
B—=b

— Hinzufiigen der Nicht-Terminale fiir die Ableitung der Terminale:
S—>T,AA | T,A|a
A—b|SBT, | ST,
B —b
T, —a

— Aufspalten zu langer Regeln:
S — [TLAJA | T,A | a
A—b|[SB|T, | ST,

B—b

T, —a

[T.A] — T, A
[SB] — SB

b) Uberfiihren von G in Greibach Normalform:

— Nummerieren der Variablen:

Seien S = Nl,A = NQ, [TaA] = Ng, [SB] = N4,B = N5,Ta = N(;.

— Modifizieren der Grammatik:
Ny — N3N2 | N6N2 | a
Ny — b | N4N6 | NlNG
Ny — NN,
N, — N, N
N5 — b
N6 —a

— Sicherstellen, da8 N; — N« stets ¢ < j impliziert:
N1 — N3N2 | N6N2 | a
N2 — b | N4N6 ‘ N3N2N6 | N6N2N6 | G'NG
N3 — N6N2
N4 — N6N2N2N5 ‘ N6N2N5 ‘ U,N5
N5 — b
Ng — a



— Nun ersetzen wir von hinten nach vorne in jeder Regel N; — N;a das Nicht-
terminal N; durch sdmtliche rechte Seiten der N;-Regeln:
Ng — a
N5 — b
N4 — CLNQNQNs | CI,NQNs | CLN5
N3 — CLN2
Ny — b | aNyNyNsNg | aNoNsNg | aNsNg | aNaNoNg | aNoNg | aNg
Ni; = aNyNy | aNy | a

¢) CYK-Algorithmus:

Aufgabe 19  Ogden’s Lemma/Pumping Lemma (2+4+4+4 = 14 Punkte)

a) Beweisen Sie das folgende Lemma:

(i) Sei L eine reguliire Sprache. Dann existiert eine Konstante ny, so dass fiir
beliebiges z € L mit |z| > ny, gilt: Markiert man in z beliebig mindestens ny,
verschiedene Zeichen, so existiert eine Zerlegung z = uvw mit:

* in v ist mindestens ein Zeichen markiert.

% in v sind hochstens ny Zeichen markiert.

* fiir beliebiges i € N gilt uv'w € L.

(ii) Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert eine Konstante ny,, so dass fiir

beliebiges z € L mit #z > ny, gilt: Markiert man in z beliebig mindestens n;,
verschiedene Zeichen, so existiert eine Zerlegung z = uvwzry mit:



% in vz ist mindestens ein Zeichen markiert.
* vwx besitzt hochstens n; markierte Zeichen.
* fiir beliebiges i € N gilt uvtwa'y € L.

b) Zeigen Sie unter Verwendung von Teilaufgabe a) oder dem Pumping Lemma, fiir
kontextfreie Sprachen, dass die folgenden Sprachen nicht kontextfrei sind:

(i)
(i)

Ly = {xzfx | x € {a,b}*}
Ly = {a™"c' | i # n}
Hinweis: Das Wort ab"¢™ ™ konnte hilfreich sein.

Aufgabe 19 (L&sungsvorschlag)  Ogden’s Lemma/Pumping Lemma

a) Ogden’s Lemma

(i)

Wie bei dem Pumping Lemma fiir regulére Sprachen sei n; die Anzahl der
Zustinde eines DFA, welcher L akzeptiert. Sei weiterhin z € L mit z > np.
Das lingste Wort von L, fiir welches der DFA nicht in einen Zyklus laufen
mufl, hat die Linge n; — 1. Damit liegt mindestens ein markiertes Zeichen
von z in einem Zyklus und somit in v. Da der ldngste Zyklus hochstens ny,
Zusténde haben kann, besitzt v hochstens n; markierte Zeichen.

Wie bei dem Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen sei k = #V die
Anzahl der Variablen einer Grammatik, welche L produziert. Dabei sei die
Grammatik ohne Einschrinkung in CNF. Dann setze man ng, := 2F + 1. Be-
ginnend bei S konstruiere man einen Pfad durch den Ableitungsbaum zu z.
Bei jedem inneren Knoten des Ableitungsbaums (dieser entspricht einer Re-
gelanwendung der Art A — BC ) entscheide man sich fiir den Teilbaum,
welcher mehr markierte Zeichen/Blétter trigt. Damit wird die Anzahl der er-
reichbaren markierten Zeichen bei jedem Knoten des so konstruierten Pfades
héchstens halbiert. Da n;, = 2% 4+ 1 Zeichen markiert sind, muss dieser Pfad
mindestens k£ + 1 Knoten/Verzweigungen besitzen, und bei mindestens k + 1
dieser Knoten/Verzweigungen wird die Anzahl der noch markierten Zeichen
echt kleiner. Dabei mufl aber mindestens ein Nicht-Terminal zweimal besucht
worden sein. Man kann daher beginnend bei dem (markierten) Endknoten
dieses Pfades riickwirts in dem Ableitungsbaum aufsteigen, bis das erste Mal
ein mehrmals auf diesem Pfad liegendes Nicht-Terminal besucht wird. Der
Rest des Beweises folgt exakt dem Beweis fiir das Pumping Lemma.

Fiir genauere Informationen siehe zum Beispiel Ingo Wegener, Theoretische
Informatik - eine algorithmenorientierte Einfihrung oder John Hopcroft und
Jeffrey Ullman, Einfihrung in die Automatentheorie, formale Sprachen und
Komplezxitditstheorie.

b) Pumping Lemma

(i)

Lz = {zzfz}

(Pumping Lemma): Betrachte z = ba"bba™bba"b, wobei n die Konstante aus
dem Pumping Lemma ist (unter der Annahme, dass Ls kontextfrei ist). Sei
z = uwvwzy die Zerlegung aus dem Pumping Lemma. Wegen 1 < [vwz| < n
existieren nur folgende Moglichkeiten von vwa:



(i)

x vwr =ba* mit 0 < k<n

- Gilt vz = ba™, so kann durch Pumpen ein Wort erzeugt werden,
in welchem die Anzahl der enthaltenen b-Symbole nicht durch drei
teilbar ist, und somit auch keine Faktorisierung uu®u existieren kann

- Gilt vz = o™, dann wird ausschliellich in genau einem a-Block ge-
pumpt. Da u genau zwei b-Symbole enthalten muf}, folgt der Wider-
spruch.

* vwzx = a® mit kK < n (Analog zur 1. Mdglichkeit)
* vwx = a¥b mit k < n (Analog zur 1. Mdglichkeit)
x vwx = afbba! mit k+1<n—2

- Enthélt vz mindestens ein b, so kann durch Pumpen ein Wort mit ei-
ner nicht durch drei teilbaren Anzahl an b-Symbolen erzeugt werden,
und somit kann auch keine Faktorisierung uvufu existieren.

- Enthélt vz ausschliefilich a-Symbole, so wird entweder nur in einem
oder in zwei a-Blocken gepumpt, aber niemals in allen. Da die An-
zahl der b-Symbole konstant 6 bleibt und u genau zwei b-Symbole
enthalten muf}, folgt der Widerspruch.

Allgemein gilt fiir z € L3, dass die Anzahl der Auftreten eines Zeichens in z
ein Vielfaches von 3 sein muss.

In den Fillen, dass vx mindestens ein, hochstens zwei b-Symbole enthilt, kann
immer ein Wort konstruiert werden, welches eine nicht durch drei teilbare
Anzahl von b-Symbolen hat, und daher auch nicht in L3 liegen kann.
Besteht andererseits vx nur aus a-Symbolen, so wird héchstens in zwei durch
b-Symbole getrennten Blécken gepumpt. In diesem Fall bleibt die Anzahl der
b-Symbole konstant gleich 6. Daher muss in jeder Faktorisierung z = uu®u
der Faktor u genau zwei b-Symbole enthalten, und vor allem mit einem b
beginnen und enden. Daher kann auch in diesem Fall immer ein Wort erzeugt
werden, welches nicht in Lz liegt.

Ly = {a™"c" | i # n}

Sei L, kontextfrei und n die daher existierende Konstante aus einem der
beiden Lemmata. Sei z = a™b"c¢®t™ € L, . Dann existiert nach Annahme eine
Zerlegung z = uvwzy, so dass fiir alle i € N uv'wzly € Ly gilt. Markiere die
ersten n a-Symbole. Fille, dass sich v oder z aus zwei oder drei verschiedenen
Zeichen zusammensetzen, konnen auf Grund der geforderten Struktur des
Wortes ausgeschlossen werden. Daher muss fiir jede mogliche Zerlegung auf
Grund von Ogden’s Lemma v = af mit k > 0 (nur die a-Symbole sind
markiert und vz enthilt mindestens eine Markierung) und x € {a!,b,c' |l €
N} gelten.

Es gelte = a'. Dann kann sofort ein Wort mit #, # #, erzeugt werden.
Entsprechendes gilt im Fall z = ¢!. Sei also v = af und z = b'. Im Fall
k # [ kann wieder ein Wort erzeugt werden, welches die Eigenschaft #, = #,
verletzt. Im Fall [ = k£ miisste jedoch, da [ < n ein Faktor von n! ist, das
Wort a™*™'p" ™'t in L, liegen. Widerspruch. Daher kann keine geeignete
Zerlegung existieren, woraus folgt, dass L, nicht kontextfrei sein kann.

Aufgabe 20  kontestfreie Grammatiken (3+3 = 6 Punkte)

Geben Sie fiir die folgenden Sprachen kontextfreie Grammatiken an:



a) Ly = {w € {a,b}* | #,w =2 - #yw}, wobei #,w (#,w) die Anzahl von a-Zeichen
(b-Zeichen) in w bezeichnet.

b) Lg = {a,b}* \ {ww | w € {a,b}*}
Aufgabe 20 (L6sungsvorschlag)  konteztfreie Grammatiken

a) S — aSaSbsS | aSbSaS | bSaSaS | €

b) Ein Wort u ist nicht von der Form ww, falls |u| ungerade ist oder |u| gerade ist,
aber u eine “Fehlerstelle” enthilt.

lu| =20 + 2k + 2

S — AB | BA

Die obige Graphik zeigt, dass ein Wort u der Linge 2k + 2] + 2 nicht von der
Form ww ist, wenn z # y fiir z,y € {a, b}, und wie solche Worter erzeugt werden
konnen.

Um auch die Worter ungerader Linge zu erhalten, geniigen zwei weitere Regeln:
S— AB|BA|A|B

A—zAy|a z,y € {a,b}

B—zBy|b z,y € {a,b}



