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Aufgabe 21 konteatfreie Sprache — DPDA (5+3 = 8 Punkte)

Sei L1 = {w € {a,b}" | #,w = 2- #yw}, wobei #,w (#yw) der Anzahl von a-Symbolen
(b-Symbolen) in w entspricht.

a) Geben Sie einen DPDA an, welcher L; akzeptiert.

b) Gibt es einen DPDA, welcher L; mit leerem Keller akzeptiert? Geben Sie ggf. einen
solchen DPDA an, und begriinden Sie Ihre Antwort ausfiihrlich.

Aufgabe 21  (Losungsvorschlag)  kontextfreie Sprache — DPDA
a)  — Idee: Der DPDA berechnet auf dem Keller den Wert #,w — 2#,w

— Falls aus der Eingabe ein a gelesen wird und

x das oberste Kellersymbol # oder A ist, so wird ein A auf den Keller gelegt
(Regeln 1 und 3).

x das oberste Kellersymbol B ist, so wird dieses vom Keller geloscht (Re-
gel 4).

— Falls aus der Eingabe ein b gelesen wird und

x das oberste Kellersymbol # oder B ist, so werden zwei Bs auf den Keller
gelegt (Regeln 2 und 6).

x die obersten beiden Kellersymbole As sind, so werden diese vom Keller
geloscht (Regeln 7 und 8).

« nur ein A auf dem Keller liegt, so wird das A durch ein B ersetzt (Regeln 7
und 9).
— Zaccept 15t einziger Start- und Endzustand.

— Befindet sich der DPDA im Zustand zcject und ist das oberste Kellersymbol
#, dann muBl der DPDA akzeptieren (Regel 5).

(1) (Zaccept> a, #) - (Zreject7 A#)
(2) (Zaccept7 ba #) - (Zrejec‘m BB#)
(3) (Zrejecta a, A) - (Zrejecta AA)
(4) (zrejecta a, B) - (Zrejecta )

(5) (zrejecta g, ) - (Zaccepta #)
(6) (Zreject7 b7 B) - (Zrejectv BBB)
(7) (Zrejecty b7 A) - (Zdel A€ )

(8) (Zdel A&, A) - (Zrejecta 5)

(9) (Zdel A€, #) - (Zrejectv B#)



b)

Es gibt keinen DPDA, der L; mit leerem Keller akzeptiert. Betrachten wir zum
Beispiel das Wort aabaab € L. Da bereits aab € L; ist und somit vom DPDA
akzeptiert werden mufl, mufl der Keller nach dem Lesen von aab bereits leer sein.
Da nach Definition der Ubergangsfunktion §: Z x (XU{e})xT" — Z xI'* ein Stack-
symbol ungleich ¢ gelesen werden muss, kann daher die Rechnung nicht fortgesetzt
und die Eingabe nicht vollstédndig gelesen werden. Die Eingabe aabaab kann daher
nicht akzeptiert werden.

Aufgabe 22 PDAs (444 = 8 Punkte)

Zeigen Sie, dass es zu jedem PDA P., welcher die Eingabe mit leerem Keller akzeptiert,
einen dquivalenten PDA Py gibt, welcher mit Endzustand akzeptiert, und umgekehrt.

Hinweis: Uberlegen Sie sich dazu, wie Py definiert werden muf}, sodass er P. simuliert,
und umgekehrt.

Aufgabe 22 (Losungsvorschlag)  PDAs

(=)

Die Idee besteht darin, dass Pgr den P. simuliert und genau dann in einen End-
zustand {ibergeht, wenn P. seinen Keller geleert hat. Sei P. = (Z,%, T, 6, qo, #, 0).
Dann definieren wir Pg = (Z U {q(, q¢s}, E, T U{L}, ¢, ¢}, L, {qs}), wobei &' wie
folgt definiert ist:

0 = oU
{(Q67€a J—) - (QO7#J—)} U
{(g,e, L) = (gr,¢) [ Vg € Z}

Die Ubergangsrelation ¢ muf so angepasst werden, dass nach Erreichen eines End-
zustandes der verbleibende Kellerinhalt geloscht wird. Ein Problem tritt auf, falls
der urspriingliche PDA die Eingabe nicht akzeptiert, aber dennoch den Keller leert.
Damit die Simulation in diesem Fall die Eingabe nicht féilschlicher Weise akzep-
tiert, muf} ein zusétzliches, in dem urspriinglichen Automaten nicht vorhandenes
Kellerzeichen vor Beginn der ”Simulation” auf den Stack gelegt werden. Dieses
kann durch die Simulation nicht geloscht werden. Sei Pp = (Z,%,T,0, qo, #, E).
Dann definieren wir P. = (ZU{q(, Gerase }> 2, TU{L}, 0", ¢f, L, D), wobei ¢ wie folgt
definiert ist:

) = dU
{(q0,6, L) = (qo, #1)} U
{(¢,&,7) = (qerase; €) | Vg € E,NyeTU{L}} U
{(Qerasmga’y) - <Qerase7 5) | V7 el'U {L}}

Aufgabe 23 PDA — kontextfreie Grammatik (3+5 = 8 Punkte)

Gegeben sei der PDA P. = ({qo, ¢1}, {a,b},{a,b,#,S, A}, 0, qo, #,0), wobei 0 wie folgt
definiert ist:

(1) (qo.&,#) — (q1,5#)

(2) (QIJG7S> - <QIJSA) (4) ((h,a,S) - (QbA)
(3) (@1,0,8) = (q1,SA) (5) (q1,0,8) = (@1, A)
(6) (q17a7A) - (qlag) (7) ((h,f‘:, #) - (Q1,5)



a) Geben Sie an, welche Sprache von P. akzeptiert wird. Begriinden Sie Ihre Antwort

ausfiihrlich.

b) Konstruieren Sie mit dem in der Vorlesung vorgestellten Verfahren eine kontextfreie

Grammatik, die L(P.) erzeugt.

Aufgabe 23  (L6sungsvorschlag)

PDA — kontextfreie Grammatik

a) Zunéchst wird das Symbol S auf den Keller gelegt und in den Zustand ¢; gewech-
selt (Regel 1). Der Keller kann nur im Zustand ¢; geleert werden (Regel 7), aber
vorher mufl das Symbol S durch Lesen mindestens eines Zeichens aus der Eingabe
verarbeitet worden sein. Daher kann das leere Wort nicht in der Sprache enthalten

b)

sein.

Mit den Regeln 2 und 3 konnen beliebig a- und b-Zeichen aus der Eingabe gelesen
werden, und jedesmal wird der Keller um ein A erweitert. Das oberste Kellersymbol
bleibt S, und der aktuelle Kellerinhalt gibt an, wieviel Zeichen aus der Eingabe
bereits gelesen wurden. Durch Anwendung der Regeln 4 und 5 wird zusétzlich S
vom Keller entfernt, was zur Folge hat, dass der Keller jetzt nur noch durch Lesen
von a-Zeichen aus der Eingabe geleert werden kann (Regel 6). Zur Leerung des
Kellers miissen also genauso viele a-Zeichen gelesen werden, wie zuvor a- und b-
Zeichen zur Fiillung des Kellers gelesen wurden.

P. akzeptiert somit die folgende Sprache:

L(P) = {wo

—{S— (00, #.9) g€ Z}

a" | w € {a,b}T A |w| =n}

S — (Q(b# QO) S — (CIO #, ql)

—{(¢,A,q') = al(d ) €d(g,a,A)}
((11714791) ((117#7%) — £
—{(¢,A,¢) — a(ql,B q) | (q,B) €d(q,a,A),q € Z}
(1,5, 0) = b(q1, A, 00) (@155, 9) — alqr, A, qo)
(q1, S, q1) = b(q1, A, q1) (@1, S, q1) — alq1, A, q1)
- {(QaA> q/) - (qlaBaQQ)(q2707 q/) ‘ (C]l,BC) € 5((1»@,14)7{7/»(12 S Z}
( #7(]0) - (QhS, QO)(QOa# QO)
(90, #,90) — (q1,5, q1)(q1, #, q0)
(q #7q1) - (q1757QO)(q #7q1)
(q #&h) - (611757 Ch)(Ql #7Q1)
(q1,5,9) — a(q1, S, 90)(q0, A, Q)
(QIas QO> - a(q1757 QI)(Q17A7 QO)
<QI7‘S Q1> — a(Q17S7 QO)(QOM‘L Q1)
(QIaS (11) i a(q1ysy 91)((]1,147 (h)
(q1,5,90) — b(q1, S, 90)(q0, A, o)
(91,5, q0) — b(q1, S, q1)(q1, A, qo)
(q1,5, 1) — b(q1, S, q0) (90, A, q1)
(QDS Q1) - b(qlasa Q1)(Q17A,Q1)



Aufgabe 24 kontextsensitive Sprachen und LBAs (4+4+4 = 12 Punkte)
Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils einen LBA an:

(a) Lo ={01°2"| i > 0}

(b) Ly ={ww |w e {0,1}7}

(¢) Ly = {0” | i >0}
Hinweis: Raten sie zunachst einen Wert fiir 1.

Fiir Ly muss der LBA vollsténdig spezifiziert werden, d.h. es wird erwartet, dass Sie
zundchst das Verhalten des Automaten beschreiben und anschliefend den LBA samt
Zustandsiibergangsrelation formal angeben. Fiir die Sprachen L3 und L4 geniigt es, das
Verhalten des jeweiligen LBAs informell zu beschreiben.

Aufgabe 24 (Losungsvorschlag)  konteatsensitive Sprachen und LBAs

a) Sei M = ({thart7 Z;tarta Z?tart’ 205 214 %25 ZL> Ze}v {0’ 1,2, }’ {07 1,20, #}v 0, ZStart’ 0, {Ze})v
wobei ¢ wie folgt definiert ist:

(1) (2gtare: 0) = (2gtare: 0, B)
(2)  (Zgrares 1) = (250000, 1L, R)
(3) (Z;tarﬁ 1) - (Z;tarﬂ 17 R)
(4) (Z;tarﬁ 2) - (thtwt? 27 R)
(5) (ZSth't’ 2) - (Zsmrt? 27 R)

(7) (2,0) = (22,0, L)

(8) (2L71) — (ZL,]_,L)

9) (21,2) = (21,2, L)
(10) (’ZL7#) - (ZLv#aL)
(11) (z,0) — (20,0, R)
(12> (207#) - (207#7R)
(13)  (20,0) = (21, %, R)
(14)  (20,0) — (2,0, N)
(15) (21, #) — (21, #, R)
(16) (2170) — (21,0,R>

(17)  (z1,1) = (22,4 R)
(18) (22, %) — (22, #, R)
(19) (22,1) — (22,1, R)

(20) (2272) - (ZL7#>L)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird davon ausgegangen, dass der Lese-
/Schreibkopf zu Beginn der Berechnung links auf dem ersten Zeichen der Eingabe
positioniert ist. Zunédchst wird iiberpriift, ob die Eingabe die erwartete Form auf-
weist. Dazu wird das Wort beginnend im Zustand z?,,, einmal von links nach rechts
durchlaufen (Regeln 1 bis 6). Anschlieflend wird der Lese-/Schreibkopf wieder auf
den linken Rand der Eingabe positioniert (Regeln 7 bis 11) und die Maschine in
den Zustand z, iiberfithrt. Die Maschine lauft nun nach rechts, sucht nach der
ersten 0 und ersetzt sie durch # (Regeln 12 und 13). Anschliefend wechselt sie in



den Zustand z; und lduft solange nach rechts, bis die erste 1 gefunden wird. Die
Maschine ersetzt die 1 durch # und wechselt in den Zustand 2z, (Regeln 15 bis 17).
Im Zustand z; lduft die Maschine solange nach rechts, bis die erste 2 gefunden
wird. Diese wird durch # ersetzt und die Maschine wechselt in den Zustand zj,
der angibt, dass sie nun wieder bis zum linken Rand der Eingabe zuriicklaufen
mufl (Regeln 18 bis 20). Diese Schritte werden solange wiederholt, bis die Ein-
gabe komplett durch #-Zeichen ersetzt wurde. Dieses wird iiberpriift, indem die
Maschine die Eingabe im Zustand zy von links nach rechts durchlauft und nur
noch #-Zeichen liest. Am rechten Rand ankommend kann dann akzeptiert werden
(Regel 14).

Zuerst wird die Eingabe in ein zweidimensionales Alphabet iiberfiithrt, wobei die
erste Komponente die Eingabe enthilt. Die zweite Komponente wird z.B. mit ¢
initialisiert. Gleichzeitig wird modulo 2 gezihlt. Ist die Wortldnge nicht gerade, so
kann die Eingabe bereits abgelehnt werden.

Als néchstes mufl die Wortmitte gefunden werden. Dies kann z.B. so geschehen,
dass man sich vom linken und rechten Rand der Eingabe zur Mitte vortastet. Hier-
zu konnen entsprechende Markierungen in der zweiten Komponente des Bandal-
phabets gesetzt werden, so dass immer die letzte linke bzw. rechte markierte Stelle
gesucht werden mufl. Von Links kann z.B. mit [ und von Rechts mit » markiert
werden. Schliellich wird (das Wort hat nach dem ersten Schritt gerade Lénge)
die Wortmitte durch die einzige Stelle, an der sich ein [ und ein r “beriihren”,
gekennzeichnet.

In der dritten Phase wird nun immer das am weitesten links stehende, nicht mar-
kierte Eingabesymbol aus der ersten Komponente gelesen, markiert und im aktuel-
len Zustand gespeichert. Dann wird zunéchst die Wortmitte, und ab dort das erste
noch nicht markierte Zeichen der Eingabe gesucht. Stimmt dieses nicht mit dem
im Zustand kodierten Zeichen iiberein, so wird die Eingabe abgelehnt, ansonsten
wird das Zeichen als verarbeitet markiert.

Entweder fahrt man nun wieder zu dem am weistesten links stehenden, unmarkier-
ten Symbol zuriick. Oder man liest sofort das néchste Zeichen des zweiten w-Blocks
und vergleicht dieses mit dem ersten nocht nicht verarbeiteten Zeichen des ersten
w-Blocks.

Nichtdeterministischer LBA:
Die Idee besteht darin, den erlaubten Nichtdeterminismus zum Raten des Faktors
1 = ¢ auszunutzen.

Um zu testen, ob ¢ = i gilt, reicht es, i-mal ¢ Zeichen aneinander zu schreiben,
und die Wortlénge des so erhaltenen Wortes mit der Eingabeldnge zu vergleichen.
Genau dann, wenn diese iibereinstimmen, gilt ¢ = 7.

Wir brauchen somit Bander fiir:

e das geratene 7
e den Zihler k, der angibt, wie oft bereits 0 hintereinandergeschrieben wurde
e das aktuelle (Zwischenergebnis) 0%

In der ersten Phase wird daher die gegebene Eingabe in ein vierdimensionales Al-
phabet umgeschrieben, wobei die erste Komponente die Eingabe enthélt und die



restlichen Komponenten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit mit ¢ initialisiert
werden. AnschlieBend werden nichtdeterministisch beliebig “4 < Eingabelinge”
viele 0-Zeichen in die zweite Komponente des Alphabets geschrieben. (Der Nicht-
determinismus erlaubt es ja, an einer beliebigen Stelle mit dem Schreiben auf-
zuhoren).

Ab dann wird 0° "berechnet”, indem 7 mal 0° an die erste (von links) leere Stelle
in der vierten Komponente geschrieben wird. Zu Beginn jedes Additionsschritts
wird in der zweiten Komponente, welche i speichert, die erste (von links) 0 durch
1 ersetzt, um zu merken, dass dieses Zeichen kopiert wurde/wird. Existiert keine
0 mehr, so wurde i einmal erfolgreich kopiert. Die zweite Komponente wird daher
von 1% wieder auf 0 umgeschrieben. Dann wird in der dritten Komponente der
Zahler k um eins erhoht, d.h. hinten ein Zeichen angehingt, und verglichen, ob
k =i gilt. Falls ja, wird gepriift, ob die erste (Eingabe) und die vierte (0°*) Kom-
ponente iibereinstimmen. Falls ja, so wird akzeptiert. Ansonsten wird abgelehnt.
In beiden Féllen terminiert die Rechnung. Wurde jedoch eine noch nicht kopierte
0 in der zweiten Komponente gefunden, so wird diese in der vierten Komponen-
te angehéingt. Wird hierbei das Band verlassen, so folgt, dass 7 > i gilt, und die
Berechnung kann abgebrochen werden.

Der Nichtdeterminismus stellt sicher, dass fiir eine korrekte Eingabe eine akzeptie-
rende existiert. Fiir eine nicht korrekte Eingabe kann jedoch auf keinem Berech-
nungspfad ein Faktor gefunden werden.

Deterministischer LBA:
Es gilt

n(n+1 )
(2+ ):ZZ

und daher auch:

1 n n
n2:2@_n:2<zi)_nzzzi_1
=1

=1

Durch Summierung der ungeraden Zahlen ist das Aufzdhlen aller Quadratzahlen
moglich. Der LBA muf einfach solange "hochzéhlen”, d.h. fiir wachsendes ¢ immer
2i — 1 Zeichen der Eingabe 16schen, bis alle Eingabezeichen geloscht wurden. Nur
falls dann keine Zeichen mehr geloscht werden miissten, wird akzeptiert.

Aufgabe 25 kontextfreie Sprachen und deterministische LBAs (6 Punkte)

Zeigen Sie, dass jede kontextfreie Sprache durch einen deterministischen LBA erkannt
werden kann. Zeigen Sie das Gleiche fiir das Komplement einer kontextfreien Sprache.

Es reicht aus, das Verhalten des LBAs zu beschreiben und zu begriinden, dass jeder der
angegebenen Schritte von einem LBA ausgefiihrt werden kann.

Hinweis: Stellen Sie dazu folgende Voriiberlegungen an:

e Zeigen Sie, dass die Satzformen, welche bei Ableitungen aus einer in Greibach
Normalform vorliegenden Grammatik entstehen, nie linger als das abzuleitende
Wort sein konnen.



e Uberlegen Sie sich, wie alle relevanten Parsebdume mittels Tiefensuche traversiert
werden kénnen, wenn die Ableitungsregeln geeignet angeordnet sind. Dabei sollen
die abgeleiteten Satzformen als Knoten eines Baumes verstanden werden, dessen
Kanten mit den Ableitungsregeln beschriftet sind.

e Begriinden Sie, warum es fiir die Traversierung eines solchen Parsebaumes aus-
reicht, sich die angewendeten Regeln und die aktuelle Satzform zu merken.

e Beschreiben Sie nun, wie mit diesen Voriiberlegungen die urspriingliche Behaup-
tung gezeigt werden kann.

Aufgabe 25 (Losungsvorschlag)  kontextfreie Sprachen und deterministische LBAs

1. Teilschritt:
Jede Ableitungsregel einer GNF-Grammatik G erzeugt genau ein Terminal, d.h. die
Anzahl der Nichtterminale einer Satzform kann nie grofler sein als die Lange des
abgeleiteten Wortes. Verwendet man daher wieder ein vektorwertiges Alphabet,
um mehrere Bander zu simulieren, so reicht bereits ein zusétzliches Band zum
Speichern der aktuellen Satzform aus.

2. Teilschritt:

,,,A
Fiir jedes Nichtterminal A der Grammatik G werden die Regeln angeordnet: A —
A

ar, A EN ag,.... Um zu Testen, ob die Eingabe z in L(G) liegt, werden mittels
Tiefensuche entlang der Regeln und Satzformen beginnend bei S alle méglichen
Syntaxbédume {iberpriift. Dabei werden beginnend bei S immer auf das forderste
Nichtterminal der aktuellen Satzform der Reihe nach alle moglichen Regeln an-
gewendet. Anschlielend wird das neu hinzugekommene Terminal (GNF) mit der
Eingabe verglichen. Stimmen die Zeichen iiberein, so wird rekursiv entsprechend
abgestiegen (DFS), ansonsten wird zur urspriinglichen Satzform zuriickgekehrt und
die néchste Regel angewendet/ausprobiert. Wurden alle Regeln fiir das forderste
Nichtterminal erfolglos ausprobiert, so wird wiederum zu der vorhergehenden Satz-
form zuriickgekehrt.

3. Teilschritt:

Jede Regelanwendung bindet ein Zeichen der Eingabe. Da die Regeln durch die
Grammatik vorgegeben sind, kann jeder Regel eindeutig ein Bandsymbol zuge-
ordnet werden. Dabei miissen maximal soviele Regeln gespeichert werden wie die
Eingabe Zeichen hat. Weiterhin reicht es aus, sich die jeweils aktuelle Satzform
zu merken, denn unter Verwendung der gespeicherten, angewendeten Regeln kann
die vorherige Satzform rekonstruiert werden. Seien z.B. die zuletzt angewendete
Regel 73 : A — aSS und die aktuelle Satzform baSSA bekannt. Dann muss nur
die rechte Seite aSS der Regel in der aktuellen Satzform durch A ersetzt werden,
um die vorherige Satzform zu erhalten.

4. 'Teilschritt:
Ein DLBA kann somit deterministisch alle méglichen Syntaxbédume fiir eine Ein-
gabe z 7aufzdhlen”. Hierfiir mufl er nur die aktuelle Satzform und einen Keller
mit den angewendeten Regeln verwalten. Kann eine Satzform nicht geschrieben
werden, da sie zu lang ist, so kann dies kein Syntaxbaum zu z sein, und es kann zu
der vorherigen Satzform zuriickgegangen werden. Hierbei wird die oberste Regel



vom Keller entfernt. Entsprechendes gilt, falls das aktuelle Terminal nicht mit z
in Einklang gebracht werden kann.

Somit findet der DLBA genau dann einen Syntaxbaum, falls z € L(G). Auch
der Fall ¥* \ L(G) kann entschieden werden, da der DLBA in diesem Fall keinen
Syntaxbaum findet und zuletzt wieder bei S ankommt.

Allgemeiner Hinweis zu den Aufgaben 24 und 25:

Zusétzliche Biander (und somit mehr Platz) kénnten hilfreich sein, welche jedoch nach
Definition eines LBAs nicht gegeben sind. Jedoch kénnten sie zum Beispiel durch Ver-
wendung eines vektorwertigen Bandalphabets “simuliert” werden. " Komprimieren” Sie
daher die Eingabe, indem Sie sie zunéchst mit Hilfe eines geeigneten Bandalphabets
I' kodieren. Desweiteren konnten auch zusétzliche Informationen, wie zum Beispiel das
zuletzt gelesene/geschriebene Zeichen, in die Zusténde eines LBAs hineinkodiert werden.



