4 Formale Semantik

4.2 Einfache Beispiele

Beispiel: Binarzahlen

Syntaktische Beschreibung:

BIN = {w € {0,1}" | w = 0 oder w beginnt mit 1}
Semantik:

Seiw € BIN. Ist w = 0, so ist der Wert von w die Zahl 0. Ist w = 1, so ist der Wert von w
die Zahl 1.

(Hierbei sind in w = 0 und w = 1 die Ziffern 0 und 1 einfach Buchstaben, wahrend die Zahl 0
bzw. 1 jeweils das Element von N bezeichnet.)

Ist w = w’0 und die Lange von w’ gréBer als 0, so ist der Wert von w das Doppelte des Wertes
/
von w'.

Ist w = w’l und die Linge von w’ groBer als 0, so ist der Wert von w gleich 2 mal Wert von w’
plus 1.
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4.1 Was ist Semantik

Programmiersprachen werden von drei Blickwinkeln betrachtet:

a) Syntax (elementare lexikalische und grammatikalische Struktur; keine Beziehung zur Bedeutung
oder Interpretation)

b) Semantik (Bedeutung, Interpretation; z.B. eine Zahl, eine Funktion,. . .)
c) Pragmatik (Brauchbarkeit, Lesbarkeit, Ubersetzbarkeit, . . . )

Semantik von Programmiersprachen dient nicht nur dazu, den Sinn eines Programms festzulegen,
sondern sie soll auch z.B. ein Hilfsmittel fiir Korrektheitsbeweise darstellen.
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Beispiel: Reguldre Ausdriicke
Syntax: (Sei I' = {a1,...,ar}.)
@, e, ay, ..., aysind Elemente von RegExpr.

Wenn o und 3 Elemente von RegExpr sind, dann sind auch (af), (o« U 3) und (o)™ in
RegFEzxpr.

Semantik:

Sei v € RegFExpr. Ist v = 0, so ist der zugehorige Wert die leere Menge. Ist v = €, so ist die
zugehdrige Menge {e}. Ist v = a; fiirein ¢ € {1, ..., k}, so ist der Wert die Menge {a;}.

Ist v = af fiir zwei Ausdriicke o, 3 € RegExpr, so ist der Wert die Menge {uv | u €
W(a),v € W(B)}. Dabei sei W () der zu o gehdrige Wert, entsprechend fiir 3.

Ist v = o U 3, so ist der Wert die Menge W () U W (3).

Ist v = («)*, so ist der Wert die Menge {u;...u, | r > 0AVi:u; € W(a)}.
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Beispiel: Endliche Automaten
Syntax:

(Q,T,8,q0, F) € EAr, falls

e () endliche Menge
e I endl. Alphabet (Q NT" = )
e :QxI'—-Q

® g €Q
e FCQ

Semantik:

Der Wert von A = (Q, T, 8, qo, F') € EAr ist die Menge der von dem Automat A akzeptierten
Wérter aus I'".
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4.4 Die Sprache IMP
IMP steht fiir

Imperative Sprache
Grundbereiche:
Natiirliche Zahlen N, Wahrheitswerte B = {true, false}.
Variablen:
V = {X1, X3, X3, ...} (abzdhlbare Menge von Bezeichnern)
Loc C V (benutzte Variablen)
Speicherzustande:

¥ = N"° = {5: Loc — N}
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4.3 Semantik-Funktionen

Als Semantik-Funktion bezeichnen wir die Abbildung, die zu jeder syntaktisch korrekten Konstruk-
tion ihre Bedeutung als Resultat liefert:

B: BIN — N

(z.B. B(10010) = 18).

€ : RegExpr — or"

(zB. E((aUb)*a) = {wa | w € {a,b}"}).

A: FEAr — 2F*
(zB. A(...) ={wa | w € {a, b}"}).

(Was kann man hier fiir . .. einsetzen??)
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IMP verfiigt iiber drei Arten syntaktischer Konstrukte:

o Arithmetische Ausdriicke

(Aexp)

e Boolesche Ausdriicke
(Bexp)

o Anweisungen bzw. Programme
(Cmd)

Aexp

Syntaktische Definition:
ax=n|X|(a1+a2) | (a1 —a2) | (a1 - a2)

Dabei ist n € N, X € V. Die Klammern kdnnen manchmal weggelassen werden, wenn dadurch
keine Mehrdeutigkeit entsteht.

Theoretische Informatik 11l (sotech), SS 2005 110



Das heifBt also:

1. Natiirliche Zahlen und Variablen bilden arithmetische Ausdriicke.
2. Wenn a; und ay zu Aexp gehdren, dann auch (a1 + a2), (a1 — as2), (a1 - a2).

3. Sonst gehdrt nichts zu Aexp.
Beispiele
(((X1-3) =5) + Xa2) — (X3 - 88)) € Aexp
5Xo & Aexp

Auswertung
Arithmetische Ausdriicke werten sich je nach Speicherzustand zu einer natiirlichen Zahl aus.

Formal haben wir also eine Funktion vom Typ

Aexp x X — N

Wir schreiben (a, o) — n, falls der Ausdruck a im Speicherzustand o zur Zahl n ausgewertet
wird.
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Die Semantik-Funktion A ordnet jedem Ausdruck a € Aexp eine Funktion auf der Menge der
Speicherzustiande mit natiirlichzahligen Werten zu.

Fiir (a, ) — n schreiben wir daher auch

Ala]o =n

Bexp
Syntaktische Definition:
b = true | false | a1 = a2 | a1 < a2 |

a1>a2|a17$a2|—|b|b1/\b2|
b1Vb2|blib2|b1<:>b2

Dabei seien a1, as € Aexp, b, by, bo € Bexp.
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Die Auswertung ist wie folgt definiert:
(n,o) = n (neN,oex)
(X,0) = o(X) (X € Loc,0 € %)
((a1 4 a2),0) — (a1,0) + (az,0)
((a1 = az), 0) — (a1, 0) — (az,0)
(bzw. 0, falls Wert negativ)

((a1 - a2),0) — (a1,0) - (az, o)

Die Zeichen 4, —, - auf der rechten Seite bezeichnen die bekannten Operationen auf natiirlichen
Zahlen!
Achtung: In (a1, 0) 4 (a2, o) etc. setzen wir die Paare (a1, o), ... bereits mit ihrer jeweiligen

Auswertung gleich!!

Andere Schreibweise fiir diese Auswertung:

A: Aexp — (¥ — N)
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Auswertung
(b, o) — t fiir geeignetes t € B.

Wir schreiben hier auch
Bb]o =t
Also:
B: Bexp — (X — B)

Die Auswertung boolescher Ausdriicke geschieht nach folgenden Regeln:
(t,o) = ¢t (t €B,o€X)

(a1 = ag,0) — true
(wenn (a1,0) — n und (a2, 0) — m und m = n gilt)

(a1 = ag,0) — false
(wenn (a1,0) — n und (a2, c) — m und m # n gilt)

(a1 < ag,0) analog zu (a1 = ag, o).
(a1 > ag, o) ebenfalls analog.

(a1 # ag, o) ebenfalls analog.
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(_‘b7 J) - _‘(b7 J)

(b1 V bg, 0) — true
(wenn (b1, 0) — true oder (b, o) — true gilt)

(b1 V bs, o) — false
(wenn (b1, o) — false und (b2, o) — false gilt)

(b1 A ba, o) analog.

(b1 = b2, 0) — true
(wenn (b1, o) — false oder (b2, 0) — true gilt)

(b1 = bs,0) — false
(wenn (b1, 0) — true und (b, o) — false gilt)

(b1 & by, o) analog.

Cmd

Syntaktische Definition:

cu=skip| X :=a|cica |

if b then c; else ¢ fi | while b do ¢ od

(X €V, a € Aexp, b € Bexp, ¢, c1,ca € Cmd.)

Auswertung

Zu gegebenem Programm ¢ € Cmd und Speicherzustand ¢ € ¥ wird ein neuer Speicherzustand
o’ € ¥ zugeordnet:
Cmd x ¥ =P %
oder auch
C:Cmd — (X =P %)
(Das p am Pfeil steht fiir ,, partiell“).
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Beispiel: (Warum?)
c = Xp:=1; . .
while X, > 1 do In C[c](n1,n2) = (1, n) hingt also eigentlich n nur von n; ab. Daher betrachten wir
Xo = Xo - Xy
d X1 = X1 —1 IN(Xl) (& OUT(XQ)
o
52 besteht aus Zahlenpaaren, da nur X, und X, vorkommen: Was ist der Wert von X5 nach Ausfiihrung von ¢, wenn zuvor X einen gegebenen Wert N hatte?
. Diese Betrachtungen erfolgten auf einem intuitiven Begriff der Anweisungen unserer Programmier-
= {(n1,n2) | n1, n2 € N} sprache IMP.
Dabei sei fir o = (n1, n2) € & erfillt: Um d|? erkur\g der AnwelsEJng c formal fassen z"u.konne.n u_nd die Behauptung, ¢ berechne die
Fakultitsfunktion auch beweisbar zu machen, benétigen wir die formale Semantik!
o(X1) =n1 o(Xa2) =ng
Was ist C[c]o?
Offensichtlich gilt mit
o = (n1,n3) und o' = (ng,nH)
immer C[c]o = C[c]o’, und fiir alle ¢ = (n1, n2) mit ny > 0 gilt
ClcJo =7 = 3In:7=(1,n).
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4.5 Operationale Semantik der Sprache IMP (am Beispiel)
Wir denken uns eine

IMP-Maschine
die das Programm unserer naiven Vorstellung gemaB abarbeitet;

sei z.B. der Startzustand o = (3, 0) gegeben, d.h.

U(Xl) =3

O'(Xz) =0

Dann erhalten wir:
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4.6 Denotationale Semantik der Sprache IMP (am Beispiel)
Zu einem Programm der Form
p=IN(X1,...,Xmn) cOUT(Y1,...,Ys)
betrachten wir die partielle Funktion
Clp]: N -7 N,
die wie folgt definiert ist:

Wird ¢ auf den Speicherzustand, der durch Eingabe n1,...,n,, fir X,..., X,, gegeben ist
(alle anderen Variablen 0), gestartet, so ist

Clpl(ni, ..., nm)

genau dann definiert, wenn c¢ terminiert, der Funktionswert ist das n-Tupel der Variablenwerte von
Y1, ..., Y, nach der Ausfiihrung.
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(¢, (3,0)) — (w,(3,1)) w = gesamte

While-Schleife

— (c1;e05w,(3,1)) ¢t Xo = Xo- Xy
Co. X1 = X1 —1

— (25w, (3,3))

— (w, (2,3))

- (61;02;71}7 (273))

— (25w, (2,6))

— (w, (1,6))

— (skip, (1,6))

— (1,6)

Der Endzustand (1, 6) sagt, daB 3! = 6 richtig berechnet wird.
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Ohne Angabe von IN und OUT betrachten wir

Clc]: ¥ =P 5,
d.h. alle verwendeten Variablen werden sowohl als Eingabe-, wie auch als Ausgabewerte angesehen.
Beispiel:

c¢ = while X; # X, do
if X1 > XQ then
X1 = X1 — X2
else
XQ = XQ — X1
fi
od

Betrachte p = IN(X1, X2) ¢ OUT(X3).

Welche Funktion wird berechnet?
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Behauptung
Fiir f = C[c] und Speicherzustinde (o(X,), o(X3)) aus N gilt:
f((0,0)) = (0,0)
f((m,0)) = undef  (m > 0)
f((0,n)) = undef  (n > 0)
f((m,n)) = ggT(m,n) (m>0,n>0)
Beweis

Miihsam ,,zu FuB".
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Annahme: X; > 0
(sonst ist das Ziel trivialerweise erreicht!)

Wegen ¢ = Xo 1= 1; w mit
w = while X; > 1do... od
erhalten wir die Aquivalenz von
{Xi=N}c{X,=N!}

mit

Wegen X, = 1 gilt anfangs offenbar
X5 (X1!) = N!
Nach Ausfiihrung von w ist X; = 1. Wenn immer noch
X5+ (Xq!) = N!
gilt, dann ist X9 = N!, wie gewiinscht.
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4.7 Axiomatische Semantik der Sprache IMP (am Beispiel)
Verwende ,, Zusicherungen und ,,Invarianten”.

Betrachte noch einmal das Fakultdtsprogramm:

c = Xq9:=1;
while X; > 1 do
XQ = XQ . X1;
X1 = X1 —1
od
Ziel:

{Xl = N} (& {X2 = N'}
Das Ziel bedeutet:

Wenn c auf einen Speicherzustand mit X; = N angewendet wird, dann erhalt nach der Ausfiihrung
X5 den Wert N!. Insbesondere terminiert das Programm.

Dies soll nun bewiesen werden.
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Wir wollen also zeigen, daB X5 - (X1!) = N! eine Invariante von w ist.
Es geniigt folgende Aussage:
{Xi1 >1AXy (X1!)=N!}
Xo=Xo - X3 X7 =X —1
{Xs- (X1) = NI'A Xy > 1}

Diese kann man in zwei Schritten herleiten.
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