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Kapitel 1

Einleitung

Zur automatischen Veri k ation und Validierung von Programmenund Systemenbenetigt man Ver-
fahren, die bei Eingabe einesProgramms und einer zugelorigen Spezi k ation entscheiden, ob das
Programm dieseSpezi k ation erfellt. Dazu sagt allerdings der erste Satz von Rice, dassesunen-
scheidbar ist, ob die Funktion, die von einer Turingmascine M beredinet wird, eine nicht-triviale
Eigensthaft P hat. Nicht-trivial bedeutet dabei, dassP weder die leere Menge noch die Menge
aller Funktionen ist. Ein Spezialfall diesesSatzesist die Unentscheidbarkeit des Halteproblems.
Und darausfolgt auch, dassdas Veri k ationsproblem fer beliebigeProgramme unertscheidbar ist.

Es gibt jedoch e zien te Verik ations-Verfahren fur endliche oder eingestirankte Systeme
und Programmklassen.[CGPO0O, Esp97. Allerdings gibt esviele sicherheitskritische Programme,
die diese Einschrankungen nicht erfelllen. Auch sie kennen analysiert werden, wenn man nicht-
vollstandige Verfahren zulasst. Man verlangt, dassdieseAnalyseverfahren niemals ein fehlerhaftes
Programm als korrekt ansehen,esist aber zulassig, korrekte Programme abzulehnen(einseitiger
Irrtum). Auf diese Weise kann immer noch eine gro e Menge von Programmen analysisert und
ihre Korrektheit veri ziert werden.

Graphisch ist dieseArt des einseitigen Irrtums, auch Uberappraximation genanrt, in Abbil-

dung 1.1 dargestellt.
/ \

ExaktesErgebnis Gesartmenge

Ergebnisder Analyse
Abbildung 1.1: Einseitiger Irrtum

In der VorlesungwerdengrundlegendeVerfahren zur Programmanalyse,wie Daten ussanalyse,
abstrakte Interpretation und (falls die Zeit noch reicht) Typsystemevorgestellt und ihre Anwen-
dung verdeutlicht. Neben der Anwendung solcher Verfahren zur Veri k ation und Validierung von
Programmen, ist ein wichtiges (und sogardas urspreingliche) Einsatzgebiet die automatische Op-
timierung von Programmen durch Compiler.

In den letzten Jahren gab esauf dem Gebiet der Programmanalyseeine rege Forschungstatig-
keit. Daher wird sich ein Teil diesesSkripts mit neuerenErgebnissen,auch aus dem Bereich der
Analyse nebenlau ger Systemebesdhaftigen.

Ziel aller vorgestellter Methoden ist dabei die automatische Analyse von Programmen und
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Systemen, die allein durch die Analyse des Programmtextes und nicht durch Ausfehrung des
Programms erfolgt. Daher nennt man diese Verfahren oft auch statische Analyse im Gegensatz
zur Laufzeit-Analyse von Programmen. Es geht uns allein um die semarische Analyse von Pro-
grammen, v.a. in Hinblick auf deren Korrektheit, die Laufzeit-Komplexit at bzw. E zienz eines
Algorithm us wird im weiteren nicht betrachtet. Ebensavenig bestaftigt sich diesesSkript mit der
Laufzeit-Analyse, z.B. dem Testenoder dem Erstellen von Benchmarks.

Anwendungsn®glichkeiten der vorgestellten Techniken sind die automatische Optimierung bei
der Programmebersetzung (Compilerbau), indem beispielsveise die wiederholte Berechnung von
Ausdreicken vermiedenwird oder toter Code entfernt wird. Des weiteren nden diese Tedhniken
bei der Programmveri k ation Anwendung, ein klassisties Beispiel ist der Java Bytecode Veri er.
Vielverspretiend ist auch der Einsatz fur die Analyse reaktiver und nebenlau ger System, wie
beispielsveiseNetzwerk-Protokolle, bei denender wedselseitigeAusstluss oder die korrekte (und
geheime)WUbertragung von Daten gewahrleistet werden soll.

DiesesSkript basiertin Teilen auf [NNH99]. An Mathematik benetigt man vor allem Grundla-
gerwisseneber partielle Ordnungenund Fixpunkttheorie (siehe Anhang B). Desweiteren werden
wir im allgemeinendie Semartik [Win93] der verwendeten Programmierspracien de nieren, um
Beweisewber die Korrektheit der verwendetenVerfahren fuhren zu kennen.

Eine Analysetednik, auf die im Rahmen dieser Vorlesung nicht eingegangenwird, ist die
sogenante Constraint-basierte Analyse. Informationen dareiber nden sich in [NNH99].

Bitte schicken Sie Kommentare und Berichte wber entdeckte Fehler und Ungenauigkeiten an
Barbara Kenig (koenigba@fmi.uni-stuttgart.de ).



Kapitel 2

Notation

Mengen: Mit faj P(a)g bezeitinen wir, wie ublich, die Mengealler Elemerte a, die die Bedin-
gung P erfellen.

Mit N = f0;1;2;:::9bezeihinenwir die naturlichenzZahlenmit Null, mit Z = f:::; 2, 1;0;1;
2;:::g die ganzenZahlen und mit R die Mengealler reellen Zahlen.

P (A) bezeitinet die Potenzmenge,d.h. die Mengealler Teilmengen,einer Menge A. Beispiels-
weisegilt

P(fa;b;cg) = f; ;fag; fbg; feg;fa;by; fa;cy; fb;cg;fa;b;cgg:

Funktionen: Seif: A'! B eine Funktion. Eine solche Funktion kann auch als Menge von
Paarenf(a;f(a)) ja2 Ag A B aufgefasstwerden. Vor allem wenn A endlich ist, kann man
die Funktion f so explizit angeken. Um zu zeigen,dassessich dabei um eine Funktion handelt,

Mit A! B wird gelegetlich die Mengealler Funktionen, die von A nach B abbilden, bezeit-
net.

Fallsf: A! B eineFunktion ist und a2 A, b2 B gilt, sobezeitinen wir mit f[a 7! b] eine
Funktion, die auf allen Werten aus Alabgesehen von ajmit f identisch ist. Auerdem wird a
auf b abgebildet. D.h.

0
(fla7! B)ad = L(ao) glﬁsi 6 a

Mit f : A 99KB bezeitinen wir eine partielle Funktion, die nicht notwendigerweiseauf jedem
Elemert von A de niert ist.

Listen: Sei A eine Menge, dann bezeitinen wir mit A die Menge aller Listen (oder auch Se-

die Elemerte klar voneinanderabgetrennt werdensollen.Mit  bezeidinen die Konkatenation von
Listen. Des weiteren benetigen wir folgendepartielle Funktionen auf Listen:

rst : A 99KA rst (a;:::an) = a1
rest: A 99KA rest(agaz:::ap) = az:::ap
A NnfOg 99KA (a1:::a 18 @+1 :ian)i = g
L7 A NnfOog A! A (a1:::a 1@ @+1 ;)i 7V b= ar:::a 1ba+ :iian



8 KAPITEL 2. NOTATION

Op eratorgn: Sei :A A! A ein assoziativer und kommutativer Operator. Die \gro e"
Variante ~ diesesOperators wird auf verstiedeneArten und Weisengebraudt:

6]
a = a I ay
5t
a = a, i &, falls| = fig;:::;ing
e} i21
fag;:::;a0g = a i ap
Zum Beispiel:
) [ ["
fA;jji2fl:::;ngg= Ai = A=A i A
i2f 1;:;ng i=1

Im Laufe des Skript werden hau g die Operatorent (Supremum) und u (In m um) benutzt
(siehe Anhang B).

Programme und Variablen belegungen: Ein Tupel der Form hS; i steht im folgendenfuer
ein Programmsteick S mit Variablenbelegung (siehe Anhang A). Programme sind zumeist in
Sdireibmasdinensdirift gesetzt.

Schlussregeln:  Typregeln oder andere Schlussregelwerden zumeist in der Form

P

Q

angegelen. Dies bedeutet, wenn die Vorbedingung (oder Pramisse)P erfullt ist, dann kann man
daraus die Folgerung Q ziehen. Beispielsweisekennte man screiben:
X:int y:int
X+ y:int

Das heisst, falls beide Ausdrecke x und y den Typ int (Integer) haben, sohat auch x + y den Typ
int.



Kapitel 3

Daten ussanalyse

Daten ussanalyse bestaftigt sich damit, den \Fluss" von Daten durch ein Programm zu verfol-
gen. Die daraus gewonnenen Informationen kennen beispielsweise von einem Compiler zur Pro-
grammoptimierung eingesetztwerden, etwa um unneitze Befehlezu entfernen oder die wiederholte
Berechnung komplexer Ausdreicke zu vermeiden.Die Ergebnisseder Daten ussanalyse meissenda-
bei nicht immer ganz exakt sein, das Verfahren darf sich aber immer nur in eine Richtung irren.
D.h., esist erlaubt, Daten zu liefern, die dazu fehren, dassein mber essigerBefehl nicht gestrichen
wird, esdarf jedoch auf keinenFall ein Befehl, der Ein uss auf den weiteren Programmablauf hat,
gestrichen werden.

Es gibt sehrviele verstiedeneArten von Daten ussanalyse, einige davon werden wir im fol-
gendenkennenlernen.Diese Analysen haben jedoch gemeinsameEigensdaften, so dassman sie
unter dem Oberbegri der monotonen Frameworks zusammenfassetkann. Im Rahmen diesermo-
notonen Frameworks kann man auch ein allgemeinesVerfahren angeken, das das Ergebnis einer
Daten ussanalyse bestimmt (Worklist-Algorithm us).

Das folgendeKapitel basiert im wesetlic hen auf [NNH99].

3.1 Beispiel: Analyse verfegbarer Ausdr eicke

Wir beginnenmit einemkleinen Beispielund analysierenfolgendesunten angegelenesProgrammsteick
S. Die edigen Klammern mit hochgestellten Zahlen bezeitinen dabei die einzelnenProgramm-
bledke, die wir durchnumieren, um besserauf sie verweisenzu kennen.

[x:=a+b]'; [y:=a*b ]?;while [y>a+b® do [a:=a+1]*; [x:=a+b]®> od;[z:=x]®

DiesesProgramm kann auch graphisch als Daten ussdiagramm dargestellt werden, das be-
sdreibt, in welcher Reihenfolgedie einzelnenBlede durchlaufen werden kennen. In diesemFall
sielt das aus wie in Abbildung 3.1. Alternativ zur graphischen Notation kann man diesesDia-
gramm auch durch einesogenante Flussrelation ow (S) = f(1;2);(2;3);(3;4); (4;5); (5; 3); (3;6)g
besdireiben, die der Kantenmenge des abgebildeten Graphen entspricht. Die Tatsache, dassder
Ubergang vom Block 3 aus von der Belegungvon a, b und y abhangt, wird hier einfach ver-
nachlessigt. (Siehe auch die obigen Aussagen uber einseitigen Irrtum.) Auerdem bezeidinet
init (S) = 1 den initialen Block und nal (S) = f6g die Menge der nalen Blede (hier gibt es
nur einen nalen Block).

Wir wollen nun fur den Eingang und Ausgang jedesBlocks folgende Menge bestimmen:

Die Mengealler arithmetischen Ausdreicke, die auf auf allen Pfaden bis zu diesemPro-
grammpunkt bereits berecinet wurden und nicht zwischendurch modi ziert wurden.

In unserem Beispiel steht der Ausdruck a+b am Eingang zum Block 1 nicht zur Verfegung,
da er noch nicht beredinet wurde, wohl aber am Eingang zu Block 2. Am Ausgang zu Block 4

9



10 KAPITEL 3. DATENFLUSSANAL YSE

[x:=a+b]* [y:=a*b J?

H

y>a+d® —,
yeSF 0
[a:=a+1]*
i
[x:=a+b]° [z:=x1°
L]

Abbildung 3.1: Ein Daten ussdiagramm

und Eingang zu Block 5 steht er allerdings auch nicht zur Verfugung, da in Block 4 die Variable a
verandert wurde. Insgesant erwarten wir das Ergebnis in Tabelle 3.1, kennen aber noch kein
automatisches Verfahren zu seiner Berechnung. Dabei bezeidhinen AE (*) und AE (*) die Menge
der verfagbaren Ausdreicke (available expressions)am Eingang bzw. Ausgang desBlocks °.

AEC) | AEQ) |

1 ; fa+bg

2 || fatbg | fatb, a*bg
3 || fa+bg fa+bg

4 || fat+bg ;

5 ; fa+bg

6 || fatbg fa+bg

Tabelle 3.1: Geweinschtes Ergebnis der Analyse verfegbarer Ausdreicke

Da also der Ausdruck a+b am Eingang zu Block 3 auf jeden Fall verfugbar ist, kennte ein
Compiler den Maschinencade, in den das Programm ebersetzt wird, dadurch optimieren, dasser
die Ausdruck a+b bei seinerBeredinung in Block 1 bzw. 6 in einemeigenenRegister zwischenspei-
chert, sodassder Ausdruck in Block 3 nicht neu beredinet werden muss. In Block 5 darf jedoch
aufgrund der vorher statt ndenden Zuweisungan die Variable a nicht der zwischengesgicherte
Wert verwendet werden.

Um Tabelle 3.1 ausdem Programm S herausretinen zu kennen, de nieren wir zunachst, wel-
che Ausdrecke am Ende einesBlocks * entfernt (kill (")) und welche hinzugefugt (gen(*)) werden
meissen.Dabei gehenwir von der Syntax und Semarik von While -Programmen aus, wie sie in
Anhang A de niert wird. Insbesonderegibt esdabei drei Typen von Bledken: Zuweisungsbbde
der Form [x:=a] , skip-Anweisungender Form [skip ] und Boole'sche Ausdreicke [b] . Des wei-
teren bezeihinen AExp , die Menge aller nicht-trivialen arithmetischen Ausdrecke, die in dem
untersuchten Programmsteick S vorkommen, AExp (a) die arithmetischen Ausdreicke und Var (a)
die Variablen die in einem Ausdruck a 2 AExp vorkommen. Mit blacks(S) bezeidinet man die
Mengeder in S vorkommendenBleode.

fa2 AExp jx2 Var(a9g falls [x:=a] 2 blockg(S)

kil€) = sonst

8 ' \

< fa’2 AExp (a) j x 62var(a)g falls [x:=a] 2 blacky(S)
gen’) = ; falls [skip ] 2 blockqS)

AExp (b) falls [b] 2 blocks(S)



3.1. BEISPIEL: ANAL YSE VERFUGBARER AUSDRUCKE 11

In unseremFall sehendie Werte von kill (") und gen(’) auswie in Tabelle 3.2.

k) | gen() |
; fa+bg
; fa*bg

; fathg
fatb,a*b,a+l g ;
; fathg

OO WN P

Tabelle 3.2: kill (*) und gen(*)

Allgemein kann man die Mengen AE (*) und AE (*) durch ein Gleichungssystembesdireiben.
Dabei werden fur AE (*) die (Ausgangs-)Analyseergebnissaller Vorgangerbled<e mit Hilfe eines
Sdnitts zusammengefasstDer Scnitt muss verwendet werden, da wir ja nach den Ausdrecken
suchen, die auf allen Pfaden bereits beredinet wurden. Die Menge AE (*) bestimmt man, indem
man aus AE (°) die Ausdrecke der Menge kill (") entfernt und die Ausdrecke der Menge gen(’)
hinzufugt.

T falls * = init (S)
fAE ((9j(%")2 ow(S)g sonst

AE C)nkill () [ gen(’):

AE ()

AE ()

Insgesan erhalt man folgende Gleichungen:

AE (D) = AE (1) = AE(Q)[ fa+ bg

AE (2 = AE (1) AE (2) = AE((2)[ fa bg

AE (3) = AE (2)\ AE (5) AE (3) = AE (3)[ fa+ bg

AE (4) = AE (3) AE 4) = AE (4)nfa+ bja bja+ 1g
AE (5) = AE (4) AE (5) = AE (5)[ fa+ bg

AE (6) = AE (3) AE (6) = AE (6)

Da wir von meglichst vielen Ausdreicken wissenwollen, dass sie verfegbar sind, sucen wir
nach der gre ten Lesung diesesGleichungssystemsin Bezug auf Inklusion. Allerdings ist dieses
Gleichungssystemin gewissemSinne \rekursiv' und man kann es nicht direkt durch Einsetzen
losen.

Aufgab e 3.1.1 Betrachten Sie folgendesProgrammsteick:
[x:=a+b]:while [true ]? do [skip ]* od

Das zugelwrige Gleichungssystemzur Analyse verfeagbarer Ausdreicke besitzt mehrere Lesungen.
Bestimmen Siedie kleinste und die gre te Lesungund untersuchen Sie,welche der beidenLesungen
mehr Information eber das Programm liefert.

Lesungsv orschlag: Wir erhalten folgendesGleichungssystem:

AE (1) = ; AE (1) = AE ()] fa+ bg
AE (2) = AE (1)\ AE (3) AE (2) = AE (2
AE (3) = AE (2 AE (3) = AE (3)
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Durch Umformen erhalt man:

AE (1) = ;
AE (1) = fa+ bg
AE (2) = AE (2) = AE (3) = AE (3)

Wir kennen nun alle Menge in der untersten Zeile entweder mit ; oder mit fa+ bg belegen.In
beiden Fallen erhalt man eine LesungdesGleichungssystemsDie zweite Leosungist allerdings viel
informativ er, da sie aussagt,dassder Ausdruck a+ b am Eingang und Ausgang zu Block 2 und 3
zur Verfugung steht, was auch der Fall ist. Wir sind daher an der gre ten Lesunginteressiert. 2

Man kann obiges Gleichungssystemauch als Funktion F: P(AExp )* ! P(AExp )% auf-
fassen,wobei

F(N1; it Ng Xasiii5Xe) = (55 X105 X2\ X X357 Xa; X3,
Ni[ fa+ bg;N2[ fa bg;Ns[ fa+ bg;
Ngnfa+ b;a b;a+ 1g;Ns[ fa+ bg;Ng)

analog zu den oben angegelenen Gleichungen. Wir suchen nun den gre ten Fixpunkt von F. Wir

v auf P(AExp )2 die DescendingChain Condition erfellt, denn P(AExp )!? ist eine endliche
Menge. Daraus folgt mit Hilfe der Fixpunkts atze (siehe Anhang B), dassder gre te Fixpunkt
durch iterierte Anwendungvon F auf AExp '? erreicht werdenkann. Es ist zu beadten, dassin
unseremBeispiel AExp = fa+ b;a b;a+ 1g gilt. Man erhalte folgende Sequenzvon Tupeln:

FO(AExp *?) = AExp *?

FY(AExp '?) = (;;AExp ;AExp ;AExp ;AExp ;AExp ;AExp ;AExp ;AExp ;;;AExp ;AExp )
F2(AExp *?) = :AExp ;AExp ;AExp ;;;AExp ;fa+ bg;AExp ;AExp ;;;AExp AEXp )
F3(AExp ) = ;fa+ bg;AExp ;AExp ;;;AExp ;fa+ bg;AExp ;AExp ;;;fa+ bg;AExp )
F4(AExp 12) = ;fa+ bg;fa+ bg;AExp ;;;AExp ;fa+ bg;fa+ b;a bg;AExp ;;;fa+ bg;AExp )
FS(AExp ) = :fa+ bg;fa+ bg;AExp ;::AExp :fa+ bg;fa+ b;a bg;fa+ bg;;;fa+ bg;AExp )
Fé(AExp ) = :fa+ bg;fa+ bg;fa+ bg;;:fa+ bg;fa+ bg;fa+ b;a bg;fa+ bg;;;fa+ bg;AExp )
F'(AExp ) = fa+ bg;fa+ bg;fa+ bg;;;fa+ bg;fa+ bg;fa+ b;a bg;fa+ bg;;;fa+ bg;fa+ bg)
F8(AExp %) = fa+ bg;fa+ bg;fa+ bg;;;fa+ bg;fa+ bg;fa+ b;a bg;fa+ bg;;;fa+ bg;fa+ bg)

~ A~ N N~~~ o~

Wir habendamit denFixpunkt erreicht, der genauden Werten in Tabelle 3.1 entspricht. Au er-
demist, wie wir spater noch sehenwerden,in diesemFall dasErgebnisgleich den MengenAE und
AE , die mber alle Pfade zu einemBlock de niert wurden. Die obige Art der Fixpunktb eredinung
ist allerdings relativ ine zien t, wir werden spater ein schnelleresVerfahren kennenlernen.

Aufgab e 3.1.2 Fehren Sie eine Analyse der verfeagbaren Ausdrecke fur folgendesProgramm
durch.

[x:=(a-b)*a 1%
[x:=x+1]?%;
it [x>0]3
then
while [(a-b) >0]* do
[b:=b+1]%;
[x:=a-b 1°

1Dabei ist die Ordnung auf P(AExp )12 komponentenweise de niert, d.h., (X1;:::;Xs;N1;:::;Ng) v
(XY irry X GNG i ND) stent hier fur X1 X Xe XENL N Ne N2
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od
else [skip ]’
fi

Aufgab e 3.1.3 Bestimmen Sieein While -Programm mit einemBlock [x:=a] , sodassder arith-
metische Ausdruck vor jedem Eintritt in diesenBlock bereits beredinet wurde und sich seitdem
nicht verandert hat, diesvon der Analyse aber nicht erkannt wird.

Lesungsvorschlag: Ein Beispiel fur einen solchen Fall ist folgendesProgramm:

[x:=a+b]?;
if  [x=a+h?
then [skip |3
else [a:=a+1]*
fi;
[y:=a+b]®

3.2 Monotone Framew orks zur Daten ussanalyse

3.2.1 Grundlegende De nitionen

Im vorherigen Abschnitt habenwir eine Vorwarts-Analyse kennengelerm, bei der die einemBlock
zugeordneteMengevon Ausdreicken aus den Mengender Vorganger-Blocks beredinet wurde. Dies
lag daran, dasswir an der VergangenheiteinesBlocks interessiert waren. Ist man jedoch an der
Zukunft einesBlocks interessiert, d.h. an allen Pfaden, die von diesemBlock aus meglich sind, so
mussman eine sogenante Ruckwarts-Analyse durchfehren. Desweiteren haben wir im vorherigen
Beispiel den Schnitt verwendet, weil wir nur an solchen Informationen interessiert waren, die auf
jedenFall fur alle Pfade gelten. Weil das Analyseergebnisumsogenauerwurde, je gre er die Menge
war, haben wir nach dem gre ten Fixpunkt gesudit. Das ist durch die Verwendung des Schnitts
bedingt. Manchmal ist man allerdings auch daran interessiert, ob es meglicherweise einen Pfad
gibt, der eine bestimmte Eigensdaft hat. In diesemFall verwendet man die Vereinigung und ist
am kleinsten Fixpunkt interessiert.

Im folgendenwerdenwir Beispielefur soldhe Analysen kennenlernen,zunachst sind wir jedoch
an einemallgemeinenFramework interessiert,in dem man solche Analysen zusammenfassekann.

Ein Bestandteile der vorhergehendenAnalyse waren die Teilmengenvon AExp , d.h., die
Mengenverfegbarer Ausdrecke, zusammenmit Vereinigungund Schnitt. DiesesSystemvon Men-
gen nennt man auch den Property Space. Auch wenn Mengen als Datentyp dafer recht geeignet
erseinen,wollen wir spater den Blecken einesProgramms auch andereElemerte zuordnen,daher
werdenim folgendennicht mehr eber Systemevon Mengen, sondern, allgemeiner, eber vollstandi-
ge Verbande reden. Zudem fordern wir, dassdie dem Verband zugrundeliegendeOrdnung die
Ascending bzw. die DescendingChain Condition erfullt.

Ein zweiter Bestandteil waren Transferfunktionen, die besdirieben, wie das Analyseergebnis
durch die Passagedurch einen Block verandert wird. Bisher hatten diese Funktionen die Form
f-(AE) = AENkill(") [ gen(’). Desweiteren sind dieseFunktionen naterlicherweisemonoton, d.h.,
ausAE AE’folgt f-(AE) f-(AEY.

De nition  3.2.1 (Monotoner Framew ork) Ein monotoner Framework (L; F) bestehtaus ei-
nemvollstandigenVerband L (auch Property Spacegenannt), dessenSupremumsogrator (kleinste
obere Schranke) mit t bezeichnetwird. Desweiteren ist F eine Mengevon monotonen Funktionen
von L nach L, die die Identitat enthalt und die unter Funktionskompmsition abgeschlossenst.
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Die partielle Ordnung desVerbandeshat in diesemZusammenhangfolgende Bedeutung: falls
a und b zwei Analyseergebnissesind und esgilt av b, dannist a genauer(oder auch besser)als b.

Fur die konkrete Analyse eines Programms, benetigt man noch zusatzliche Komponenen,
insbesondereden Flussgraph und die Transferfunktionen fur jeden Block.

De nition  3.2.2 (Instanz eines monotonen Framew orks) Die Instanz einesmonotonenkFra-
meworks (L; F) ist ein Tupel (L; F;Lab;F;E; ;f ), dessenKomponentenLab ;F;E; ; f folgende
Bedeutung halen:

Lab ist eine endliche Mengevon Labels
F Lab Lab ist die Flussrelation
E Lab ist eine Menge von sagenannten extremalen Labels
2 L ist der Wert, der jedem extremalen Lakel zug®rdnet wird
f bildet jedesLakel * 2 Lab auf eine Funktion f- 2 F ab.
In dem Beispiel aus Abschnitt 3.1 sehendieseKomponerten folgenderma en aus:

Der vollstandige Verband L ist P(AExp ), d.h., die Potenzmenge,der in dem Programm S
vorkommendenarithmetischen Ausdreicke.

Bei der Bestimmung der partiellen Ordnung meissenwir vorsichtig sein. In diesemFall wird
das Analyse-Ergebnisimmer ungenauer,je kleiner die Menge wird. Daher verwendenwir
als partielle Ordnung.

Als Funktionsraum F kennte man z.B. die Menge aller monotonen Funktionen der Form
fEoLD LjOllg2L:f()=Inl[ lgo:

verwenden.

Alternativ kennte man die Menge aller monotonen Funktionen auf L verwenden.

Lab steht in unseremBeispiel fur die Menge aller im betrachteten Programm S vorkom-
mendenLabels.

Fur die Flussrelation gilt F = ow (S).

Die extremalen Labels sind die Labels, bei denen die Analyse beginnt, in diesemFall das
initiale Label, esgilt alsoE = finit(S)g.

In dieserAnalyse wird dem initialen Label der Wert = ; zugeordnet,da noch keine vorbe-
rechneten arithmetischen Ausdrecke zur Verfugung stehen.

Die Funktion f ordnet jedem Label die (Transfer-)Funktion? f-: L ! L zu mit f-(I) =
Inkill ") [ gen(").

Das eigertliche Ergebnis der Daten ussanalyse, A (*) und A (*) fur jeden Block = wird dann

folgenderma en bestimmt: A ;A :Lab ! L sind die kleinste LesungdesfolgendenGleichungs-
systems:
~ G ~ . \0 ~ ®
A(C) = fACYjC%)2Fgt ¢ (3.1)
wobei & = falls* 2 E
E™ 2?2 sonst
AC) = B(AC) (3.2)

2Transferfunktionen heien manchmal auch Filterfunktionen (bei Bedingungs-Bl ecken) bzw. Abstract Assi-
gnments (b ei Zuweisungsblecken). Diese Begrien wurden soin der Vorlesung \Grundlagen der Softwarezuverlassig-
keit* verwendet.
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Wir betrachten nun das Beispiel aus Abschnitt 3.1 und kennen zeigen, dass es eine Instanz
einesmonotonen Frameworks ist. Allerdings meissenwir an einer Stelle aufpassen:bei dem Bei-
spiel haben wir die versdiedenenDaten essemit Hilfe einesSdnitts zusammengefasstin obiger
De nition ist ein Suprenum erforderlich. Diesist jedoch kein Widerspruch, da der Schnitt das Su-
premum der Relation \ ist, wahrend die Vereinigung das Suprenum von\ " ist. Wir meissen
nur alle Operatoren sozusagenumdrehen” und immer dort, wo t steht, \ einsetzen.Damit ist
die kleinste Loesung beziglich  die grete Lesungbeziglich , und damit genau das, was wir
benetigen.

Die obigen Gleichungen (3.1) und (3.2) werden formal als Fixpunktgleichungen aufgefasst.
Wenn ein Programm m Labels enthalt, dann kann man aufbauend auf den obigen Gleichungen
eine Funktion F:L2?M I L2M pestimmen, wie esin Abschnitt 3.1 besdirieben ist. Als Ordnung
v %auf L?™ de niert man dabei

U lom) VO i19) () v IS islom v 19,:
Die Fixpunkte von F entsprechen dann genauden Lesungendes Gleichungssystems.

Satz 3.2.3 Dasoblen angagelene Frameworkfur dasBeispiel aus Abschnitt 3.1 ist monoton. Dakei
giltt =\.

Beweis:
Wir zeigenzunachst, dassjedesf 2 F monoton ist. Seil 1% dann gilt f (1) = Inlc [ Iq
Il [ 1g = (19,
Au erdem erthalt F die Identit at, man mussnur I = Ig = ; setzen.

Die Menge F sind auch abgesblossenunter Funktionsverknepfung. Seienf;f°%2 F zwei
Funktionen mit f (I) = Inly [ Ig und f 1) = InIY [ I3. Dann gilt:

fF 9 f (%)) = f(n? [ Ig) = (InlY [ Ig)nlk[ lg = (In)nly Ignlk [ g
InCR T ) [ Ignic [ 1g:

Falls wir alsol2°= I2] I und |800: I9nlk [ 1g setzen,soerhalten wir eine Funktion f %= f 0
mit £ Q1) = Inl%% 199 fur die %2 F gilt,

Im folgendenwerdenwir einige weitere Beispielefur monotone Frameworks kennenlernen.

3.2.2 Analyse der Reichweite von Zuweisungen

Diese Analyse wird auch mit Reaching De nitions Analysis bezeitinet.

Wir wollen fur jeden Block desProgramms und fer jede Variable alle Stellen bestimmen, an
denen dieser Variable zuletzt ein Wert zugewiesenworden sein kennte. Dabei soll das Analyse-
ergebniseine Menge von Tupeln der Form (x; ) sein, was bedeutet, das die letzte Zuweisungan
die Variable x im Block * erfolgt sein kennte. Gibt es mehrere Blocke, an denender Variable x
zuletzt ein Wert zugewieserworden sein kennte, beispielsveisedie Blodke * und “° so mussdas
Analyseergebnisbeide Paare (x; ) und (x; 9 enthalten. Falls bisher noch keine Zuweisung an x
stattgefunden haben kennte, so erthalt die Menge das Element (x; ?).

Wir verwendendaher als VerbandL = P(Var  (Lab [ f?g)), wobei Var und Lab diein
dem betrachteten Programm vorkommendenVariablen bzw. Labels sind.

Die Frageist nun, wie die Ordnung auf den Verbandselemeten aussehersoll? Verwendenwir
wieder, wie bei der Analyse von verfugbaren Ausdrecken (Abschnitt 3.1) die Ordnung  und
damit \ als Supremumsoperation? Im jetzigen Fall wollen wir die Information wber alle Pfade
sammeln,die einenBlock erreichen. Das heisstwir wollen wissen,ob esmeglicherweiseeinen Pfad
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gibt, der diesenBlock erreicht, wobei auf diesemPfad der Variable x zuletzt im Block ~ ein Wert
zugewiesenwurde. In diesemFall sollte das Analyseergebnisdas Paar (x; ") enthalten. Es kennte
jedoch auch anderePfade geben, auf denenx in einemanderenBlock zuletzt ein Wert zugewiesen
wurde oder auf denenx noch gar kein Wert zugewiesenwurde. Informationen eber diese Pfade
sollten sich auch im Analyseergebniswiderspiegeln. Auf jeden Fall verwenden wir als Ordnung
diesmal die mbliche Mengeninklusion\ ", womit wir dann [ als Supremum erhalten. In diesem
Fall ist das Analyseergebnisauch umso ungenauer,je gre er die betrachtete Mengeist.

Wir benutzen dieselke Flussrelation wie im vorherigen Beispiel und setzenE = finit(S)g,
F = ow(S), wobei S das betrachtete Programm ist. D.h., es handelt sich auch hier um eine
Vorwarts-Analyse. Der initiale Analysewert ist = f(x;?)j x 2 Var(S)g. Dabei ist Var(S) die
Mengealler im Programm S vorkommendenVariablen.

Des weiteren verwendenwir dieselken Typen von Transferfunktionen, d.h., zu jeden Label °
gibt esMengenkill (") und gen("), die den Elemerten entsprechen, den gelostt bzw. hinzugefugt
werden sollen. In unseremjetzigen Beispiel sehendiese Funktionen folgenderma en aus:

f;2g[ f(x;9j %2 Lab g falls [x:=a] 2 blackg(S)
; sonst

f(x;")g falls [x:=a] 2 blackg(S)

; sonst

kil() =
gen(’) =
Und damit ergibt sich fur die Transferfunktionen:

f-()=InkillC) [ gen(’);
wobei |l 2 P(Var (Lab [ f?9)).

Eine megliche Anwendung der Analyse der Reichweite von Zuweisungenist die Zuordnung
von Bledken, die einer Variable einenWert zuweisen,zu Bledken, die dieseVariable benutzen. Hier
gibt esOptimierungsmeglichkeiten, z.B. die Eliminierung von totem Code, die erfolgenkann, wenn
einer Variable x in einemBlock ~ ein Wert zugewieserwird, das Tupel (x; ") aber niemalsin dem
AnalyseergebniseinesBlocks auftaucht, in dem dieseVariable x benutzt wird. In diesemFall ist
der Block * mber essigund kann entfernt werden.

Aufgab e 3.2.4 Betrachten Sie folgendesProgrammsteick:
[x:=0]*; [x:=3)%if [x=y]® then [y:=3]* else [y:=5]° fi; [y:=x]°

Fehren Sie eine Analyse der Reichweite von Zuweisungenaus und argumertieren Sie mit Hilfe die-
sesAnalyse-Ergebnissesyelche Anweisungendes Programms toter Code sind und daher entfernt
werden kennen.

Allgemein kann man mit dieser Methode toten Code (oder zumindest einen Teil des toten
Codes) folgenderma en identi zieren: falls [y::b]‘o in dem Programm vorkommt und fer jeden
Block der Form [x:=a] mit y 2 AExp (@) und fur jeden Block der Form [b] mit y 2 AExp (b)
gilt: (y;~9 62A (), dann kann [y::b]\O ertfernt werden, ohne dasssich an dem Programmablauf
etwas andert. In diesemFall wird y namlich de niert, aber ansdlie end nicht verwendet. Falls
die Ausgabe desProgrammsin y stehenkann, dann mussnaterlich noch darauf geattet werden,
dass(y; 9 nicht in A (*) fur nale Bledke ~ vorkommt.

Aufgab e 3.2.5 Fehren Sie eine Analyse der Reichweite von Zuweisungenauf folgendem Pro-
gramm durch, das die Fakultat von demin Variable x gespeicherten Wert bestimmt:

[y = xI%

[z := 1%

while [y>1]® do
[z = zy]*
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ly = y-1P
od;
[y:=01°

3.2.3 Analyse lebendiger Variablen

In [NNH99] wird dieseAnalyse als Live Variables Analysis bezeidnet.

Eine Variable heisstlebendig am Ausgang einesBlocks, wenn eseinen Pfad von diesemBlock
zu einem anderen Block gibt, der diese Variable in einer Bedingung oder auf der rechten Seite
einer Zuweisung benutzt, ohne dassdie Variable vorher neu de niert wird. Die Analyse soll zu
jedemBlock bestimmen, welche Variablen am AusgangdiesesBlocks meglicherweiselebendig sind.
Diese Information kann einem Compiler wiederum zur Optimierung dienen. Falls ein Block die
Form [x:=a] hat, die Variable x am Ausgang diesesBlocks jedoch nicht lebendig ist, so kann
dieserBlock entfernt werden (ahnlich wie in Abschnitt 3.2.2).

Der Verband L ist hier relativ einfach zu bestimmen: wir verwenden einfach die Menge aller
Mengenvon im Programm vorkommendenVariablen, d.h., L = P(Var ). Da esreicht, dassdie
jeweilige Variable in einem Pfad verwendet wird, vereinigenwir die Information eber alle Pfade
und verwenden als Ordnung und damit [ als Suprermumsoperation.

Eines ist jedoch anders: wir wollen in diesem Fall Aussageneber die Zukunft eines Blocks
" macdhen, dazu messenwir reckwarts alle Pfade von den Endzustanden zum Block ~ verfolgen
und Informationen dareber aufsammeln, welche Variablen verwendet werden. Wir setzendaher
E = nal(S) und F = owR(S), wobei owR(S) = f("%)j (;"9 2 ow(S)g. Damit handelt
essich um eine Ruckwartsanalyse. Des weiteren setzenwir , den initialen Analysewert, auf eine
vorher festgelegtMenge von Variablen, die die Ausgabe des Programms darstellen sollen. Genau
diesewerden am Ende desProgramms noch benetigt.

Die Transferfunktionen kennenwir wieder ahnlich wie in den vorhergehendenBeispielende -
nieren.

fxg falls [x:=a] 2 blackg(S)

kilc) = ; sonst
< Var(a) falls [x:=a] 2 blackyS)
gen’) = Var(b) falls [0] 2 blockgS)

; sonst

Dann kann man die Transferfunktionen wie in Abschnitt 3.2.2 de nieren. Zu beaditen ist
dabei allerdings, dass der Analysewert, der A entspricht, in Daten ussrichtung dem Ausgang
einesBlocks zuzuordnenist. Ebensoentspricht jetzt A dem Eingang einesBlocks.

Aufgab e 3.2.6 Fehren Sie bei folgendem Programmsteick eine Analyse lebendiger Variablen
durch. Wir legendabei = fxg fest.

x:=21%;

[y:=41;

x:=1]3;

if  [y>x]*
then [z:=2*x ]°
else [z:=y*y 1°

fi;

[x:=z]’

3.2.4 Analyse benetigter Ausdr ecke

Diese Analyse wird im Englischen auch Very Busy Expressions Analysis genanrt. Wir wollen
diejenigenarithmetischen Ausdreicke bestimmen, die auf jedem Pfad von einembestimmten Block
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aus auf jeden Fall bernutzt werden, ohne vorher verandert zu werden. Beispielsweisewird in dem
Programmsteick

if [x=1]' then [y:=a+b*c]? else [y:=b*c J® fi

der arithmetische Ausdruck b*c auf jedem Pfad benutzt, der vom Block 1 ausgel. Eine megliche
Optimierung ist, diesenAusdruck bereitsin Block 1 zu berecinenund dann jeweilsin denBledken 2
und 3 zu verwenden.

Als Verband benutzen wir , wie in demin Abschnitt 3.1 vorgestellten Beispiel den Potenzmen-
gerverband P(AExp ), wobei AExp die Mengeder in dem zu analysierendenProgrammsteick
vorkommendenarithmetischen Ausdrecke ist. Da wir nur arithmetische Ausdrecke in Analyseer-
gebnis aufnehmenwollen, die in allen Pfaden verwendet werden, benetigen wir den Scnitt als
Suprermumsoperation und verwendendaher als Ordnung.

Desweiteren handelt essich um eine Reickwartsanalyse,daher setzenwir, wie in Abschnitt 3.2.3
E = nal (S) und F = ow R(S). Der initiale Analysewert ist = ;.

Nun messenwir nur noch die in jedem Block zu lesthendenund hinzuzufugendenarithmeti-
schen Ausdreicke angeken:

fa%2 AExp jx2 Var(a9g falls [x:=a] 2 blockq(S)

kilC) = ; sonst
E AExp (a) falls [x:=a] 2 blockg(S)
gen’) =  AExp (b falls[H 2 blockg(S)

; sonst

Aufgab e 3.2.7 Fuhren Sie bei folgendem Programmsteck eine Analyse benetigter Ausdrecke
durch:

if [a>b]!
then [x:=b-a ]?;[y:=a-b |3
else [y:=b-a]% [x:=a-b ]°
fi

3.2.5 Zusammenfassung: Monotone Framew orks

In denbisherigenBeispielenhabenwir als Verbandimmer einenPotenzmengewerband berutzt. Es
gibt jedoch auch Beispiele,bei deneneine andereVerbandsstruktur geinstiger ist. Soldhe Verbande
kommenin Aufgabe 3.2.8 vor, ein weiteres Beispiel ist die Daten ussanalyse beim Java Bytecode
Veri er, derin Kapitel 4 vorgestellt wird.

Verwendet man jedoch einen Potenzmengenerband, so kann man sich leicht folgendesals
Daumenregeleberlegen:wenn es ausreidit, dassdas gesudite Ereignis in einem Pfad eintritt, so
verwendet man [ als Suprenmumsoperator und verwendetdamit  als Ordnung. Falls das Ereignis
in allen Pfaden eintreten soll, so verwendet man dagegen\ als Suprenum und  als Ordnung.

Redet man wber alle Pfade in der VergangenheiteinesBlocks, so macht man eine Vorwarts-
analyseund verwendet ow (S) als Flussrelation. Spricht man wber die Zukunft einesBlocks, so
handelt essich um eine Ruckwartsanalyseund ow R (S) wird als Flussrelation verwendet.

Die vier Beispiele,die bisher behandelt wurden, sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst.

Aufgab e 3.2.8 Bestimmen Sie zu den folgendenAnalysen jeweils das benetigte monotonen Fra-
mework. Zunadhst sollten Siefestlegen,wie der verwendeteVerband aussehersoll, wie die Ordnung
festgelegtsein sollte und ob essich um eine Vorwarts- oder Reuckwarts-Analyse handelt. Anschlie-
end sollten Sie den initialen Analysewert und die Transferfunktionen bestimmen.

(a) Bestimmen Sie zu jedem Block die Mengeder Variablen, die am Eingang diesesBlockes auf
jeden Fall noch uninitialisiert sind.
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(b)

(€)

(d)

19

Verfagbare Reichweite von Benetigte | Lebendige

Ausdreicke Zuweisungen Ausdrecke | Variable
L | P(AExp ) | P(Var (Lab [ f?29)) | P(AExp ) | P(Var )
%
t \ [ \ [
? AEXp ; AEXp ;

: f(x;?)jx 2 Var(S)g ; variabel

E | finit(S)g finit (S)g nal (S) nal (S)
F ow (S) ow (S) ow R(S) ow R(S)
F ff:LD LjOllg2L:f()=1Inl[ lgg
f f-()=InkillC) [ gen()

Tabelle 3.3: Instanzen von monotoneneFrameworks

Bestimmen Sie zu jedem Block die Menge der Variablen, die am Eingang diesesBlockes
meglicherweise noch uninitialisiert sind, d.h., denennoch kein ein Wert zugewiesenwurde.
Dabei kann eine bereits initialisierte Variable auch wieder zu einer uninitialisierten Varia-
ble werden, sobald ihr Ausdruck zugewiesenwird, der eine aktuell uninitialisierte Variable
ernthalt.

Bestimmen Sie zu jedem Block die Menge der (Integer-)Konstanten, die meglicherweiseim
weiteren Verlauf des Programms noch benutzt werden. Wir sagen,eine Konstante ¢ wird
berutzt, wenn es einen Block [x:=a] gibt, so dassc in dem arithmetischen Ausdruck a
vorkommt und dieserBlock ~ durchlaufen wird.

Bestimmen Sie zu jedem Block eine Funktion Var ! Lab [ fundef;conict g, wobei einer
Variable x der Wert undef zugeordnetwird, falls die Variable auf jedem Pfad zu diesem
Block mit Sicherheit nicht de niert wurde. Ein Label * wird zugeordnet, wenn die Variable
entweder noch nicht de niert wurde, oder eshedhstenseinenBlock ~ gibt, in dem sie zuletzt
de niert wurde. Dahingegenwird der Wert con ict verwendet, wennesmehrereBlede geben
kennte, an denendie Variable zuletzt de niert wurde.

Machen Sie sich insbesonderedareiber Gedanken, wie der zugrundeliegendeVerband L aus-
sehenaussehersoll, ein Potenzmengenerband ist hier nicht so geinstig.

L esungsv orschlag:

(@)
(b)

(©)

In diesemFall benutzen wir als Verband L die PotenzmengeP (Var ), wobei Var die Menge
der im betrachteten Programm vorkommenden Variablen ist. Da wir meglichst wenig Va-
riable falsdlich als uninitialisiert betrachten wollen, verwendenwir  als Ordnung, d.h., je
kleiner die Menge, desto genauerist das Analyseergebnis.Es handelt sich um eine Vorwarts-
analyse,d.h., F entspricht der Flussrelation ow (S) und E = finit (S)gist die einelemerige
Menge der extremalen Labels. Der Anfangswert der Analyse ist = Var , denn am Be-
ginn sind sicher alle Variablen uninitialisiert. Nun messennur noch die Transferfunktionen
de niert werden.SeiV  Var . Esqilt:

vnfxg[ fxj9y 2 V:y2 Var(a)g falls [x:=a] 2 blackgS)

M=y sonst

Nun bleibt nur noch zu zeigen,dassdie Funktionen f- monoton sind.
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(d)

3.3 Lesen von Fixpunkt-Gleic hungen

Um die kleinste Lesungder Gleichungenfur A und A ausAbschnitt 3.2.1zu bestimmen, kennen
wir eine klassisde Fixpunkt-Iteration anwenden,wie esin Abschnitt 3.1 demonstriert wurde. Da
dies jedoch recht aufwendig zu implemertieren ist und viele Werte mehrfach beredinet werden,
verwendet man im allgemeinen den folgenden sogenanten Worklist-Algorithm us. Die Ausgabe
diesesAlgorithm us bezeitinen wir mit MFP  und MFP , wobei MFP fur minimal xe d-point
steht (manchmal auch maximal xed-point). Als Hilfsvariablen werdendabei eineListe W benutzt,
die den noch abzuarbeitenden Teil der Flussrelation F enthalt, und ein Array A, sodassA['] den
bisher berecineten Analysewert fur den Eingang zu Block ~ erthalt.

Einige verwendete Funktionen meissennoch erklart werden: wenn L eine Liste von Elemerten
ist und a ein beliebigesElemert ist, so bezeitinet conga;L) eine Liste, die dadurch entsteht,
indem a als erstesElement an die Liste L angekigt wird. headL) bezeitinet das erste Elemert von
L und tail(L) den Rest von L (ohne das erste Elemert). Die beiden letzteren Funktionen sind nur
dann de niert, wenn L nichtleer ist.

Algorithm us 3.3.1 (W orklist-Algorithm  us)

Eingale: eine Instanz einesmonotonen Frameworks: (L; F;F;Lab;E; ;f)
Ausgale: MFP , MFP

Schritt 1 (Initialisierung)

W = nil;
forall %) 2 F do (die Flussrelation in die Worklist aufnehmen)
W := cons("%"),wW)
od;
forall” 2 Lab do (Anfangswertesetzen)
if " 2E (Extremale Lalkels erhalten den Wert )
then A['] =

elseA[']:= 7,
od

Schritt 2 (Iter ation)
while W 6 nil do

(%) :=head(W); (Ein Paar aus der Worklist nehmen)

W = tail(W);

if f-o(A['9) 6VA['] then (Andert sich dadurch der Analysewertvon " ?)
Al'l:= A1t fo(A[9); (Falls ja: Analysewertvon ~ korrigieren)

for all *®with (*; "% 2 F do (Alle Nachfolgervon " in die Worklist aufnehmen)
W = cons(’; "%,w);
od

od

Schritt 3 (Ausgale)
forall” 2 Lab do (Analysewertefur Block-Ein- und Ausgange berechnen)
MFP () == A['];
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MFP (*) = f-(A['])
od

Esist jetzt zu zeigen,dassdieserAlgorithm us tatsaechlich terminiert und dassdas Ergebnisdie
kleinste Lesungdes Gleichungssystemsist.

Satz 3.3.2 (T erminierung des W orklist-Algorithm  us) Wir nehmenan, dassL ein Verband
ist, in dem die Ascending Chain Condition gilt. Dann terminiert der Worklist-A Igorithmus.

Beweis: Wir nehmenan, dassjeder Block maximal b Nachfolger hat.

Die Schritte 1 und 3 terminieren trivialerw eise.In Scritt 2 wird in jedem Durchgang ein Paar
aus W gelosdit und es werden maximal b neue Paare zur Worklist hinzugefugt. Dies ist jedoch
nur dann der Fall, wenn A['] far mindestensein ~ 2 Lab gre er wird. Da der Verband allerdings
keine unendlich langen ansteigendenKetten enthalt, kann dies nur endlich oft passierenund die
Worklist ist irgendwann leer. 2

Wenn h die Langeder langstenKette in L ist, dann hat der Algorithm us die Laufzeit O(jF]j h),
da nach dem Terminierungsbeweis, die Worklist hechstensh-mal mit F aufgefllt wird.

Satz 3.3.3 (Korrektheit  des Worklist-Algorithm  us) Die Ausgale desWorklist-A Igorithmus
ist die kleinste Lesungder Gleichungen (3.1) und (3.2) aus Abschnitt 3.2.1.

Beweis: Wir zeigendie Korrekheit desAlgorithm us in mehreren Scritten.

(a) Wir beweisenzunachst folgendelnvariante: zu jedem Zeitpunkt gilt A['Jv A ().

Dies gilt o ensichtlich nach der Initialisierung von A, denn entweder ist A['] = ?_, falls
"6, oderAl']= v A()fals2E.

Bei der Iteration gibt esnur eine Zuweisungder Form A['] := A[']t f-o(A['9) an A, wobei

(%) 2 F. Wir bezeitinen mit A bzw. A°den Array A vor und nach der Zuweisung.Es gilt:
AT] ATt fo(°ALY)

A ()t fo(A (Y (Monotonie)

AC)tA(CY  (Gleichung (3.2))

A () (Gleichung (3.1))

< 1

(b) Wir zeigendurch einen Widerspruchsbeweis, dassnach Terminierung des Algorithm us fer
jedes("%") 2 F qilt: fo(A['9) v A[']. Angenommen,dem ware nicht so, dann gibt esein
(%) 2 F mit f-o(A['9) 6VA['].

Wir betrachten die Stelle, an der A['9 das letzte Mal ein Wert zugewieserwurde. Falls dies
in Schritt 1 der Fall war, sowurde ("%") in W aufgenommenund es wurde in Scritt 2
sichergestellt, dassf-o(A['9) v A['] gilt. Da A['9 ansdlie end nicht mehr geandert wird, f-o
monoton ist und A['] nur wachsenkann, ist diesauch bei Terminierung desAlgorithm us der
Fall, was ein Widerspruch ist.

Falls A['Q zum letzten Mal in Scritt 2 verandert wurde, so wurde ebenfalls ("%) in W
aufgenommenund esgilt dieselbe Argumentation wie im vorherigen Fall. Daher ergibt sich
auch hier ein Widerspruch.

(c) Aus der Argumentation in (b) und v A[] falls * 2 E (sieheInitialisierungs-Phase) ergibt
sich damit: G
ffo(ALD (%) 2 Fgt g v Al

bei Terminierung des Algorithm us.
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Da A derkleinste Fixpunkt, aberauch der kleinste Pra xpunkt im SinneobigerUngleichung
ist, ergibt sich damit bei Terminierung:

8 2Lab:A ()v Al'l= MFP ():
Und zusammenmit der Invariante aus Punkt (a) erhalt man damit:
8 2Lab:A ()= MFP ():
Mit Hilfe von Gleichung (3.2) ergibt sich damit unmittelbar:

8 2Lab:A ()= MFP ():

3.4 wAnalyzer- ein Tool zur Daten ussanalyse

An der Universitat Stuttgart wurde im Rahmen einesSoftwarepraktikums ein Tool namenswAna-
lyzer zur Daten ussanalyse von While -Programmen erstellt. DiesesTool ist unter

http://lwww.fmi.uni-stuttgart.de/szs/tools/wanalyzer/

erhaltlich. Es implemertiert den weiter oben besdriebenenWorklist-Algorithm us und visualisiert
ihn mit Hilfe einer graphischen Benutzerober ache. Einige monotone Frameworks - zur Analyse
von (stark) lebendigen Variablen und von initialisierten Variablen - sind bereits vorhanden, wei-
tere kennen hinzugefigt werden, indem der Benutzer selbst monotone Frameworks (inklusiv e des
Verbandesmit allen Operationen und den Transferfunktionen) in C programmiert.

3.5 Optimierung im Gnu C Compiler

Um zu sehen,wie Compiler-Optimierung in der Praxis funktioniert, betrachten wir zwei kleine

Programme und eberprefen, wie der Compiler sie mit und ohne Optimierungen in Assenblercode

(einer Vorstufe zum eigerilichen Masdcinencade) mbersetzt. Andere Beispiele ndet man in [Nar].
Der Gnu C Compiler wird dabei mit folgendenOptionen aufgerufen:

gcc -S program.c -0 program.s Kompilieren in Assenblercode ohne Optimierung
gcc -S -0O3 program.c -0 program.s Kompilieren in Assenblercode mit Optimierung

Der C-Assenblercode ist allerdings nicht ganz einfach zu verstehen, er wird im folgenden
kommertiert.

Wir betrachten zunachst folgendeskleine C-Programm:

int fO) {

int a;

a
a

1;
2,

return a;

Man erhalt folgende Ausgabe, zunachst der nicht-optimierte Assenblercode:
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file "live-var.c" ; zunaechst einige Definitionen
.version "01.01"
gcc2_compiled.:
text
align 4
.globl f
type f,@function
f:
pushl %ebp ; %epb, der alte Stack Base Pointer wird
; auf den Stack gepusht und damit gesichert
movl %esp, %ebp ; Der jetzige Stack Pointer wird
; der Base Pointer
subl $4, %esp ; Subtrahiere 4 vom Stack Pointer
; -> 4 Bytes werden auf dem Stack reserviert
movl $1, -4(%ebp) ; Lege die 1 auf den Stack an die Stelle
; Base Pointer - 4
movl $2, -4(%ebp) ; Lege die 2 auf den Stack an die Stelle
; Base Pointer - 4
movl -4(%ebp), %eax ; Lege das oberste Element des Stacks
; in das Register %eax
movl %eax, Yeax ; Rueckgabewert in Register %eax
leave ; Aus Funktionsaufruf ~ zurueckkehren
ret
.Lfel:
.Size f,.Lfel-f

ident  "GCC: (GNU) 2.96 20000731 (Red Hat Linux 7.3 2.96-110)"

Optimiert erhalt man folgendenCode:

file "live-var.c" ; Wieder einige Definitionen
.version "01.01"
gcc2_compiled.:
text
align 4
.globl f
type f,@function
f:
pushl %ebp ; Base Pointer sichern
movl %esp, %ebp ; und aktueller Stack Pointer wird
; Base Pointer
movl $2, %eax ; Zahl 2 in Register %eax
popl %ebp ; Base Pointer wieder vom Stack nehmen
ret ; Aus Funktionsaufruf  zurueckkehren
.Lfel:

.size f,.Lfel-f
.ident  "GCC: (GNU) 2.96 20000731 (Red Hat Linux 7.3 2.96-110)"

Man sietht dabei deutlich, dassder Code zur ersten Zuweisung (a:=1) versdwunden ist. Das
kann beispielsveise mit der Analyse lebendiger Variablen erreicht werden, denn die Variable a
ist nach der ersten Zuweisung nicht lebendig. Zusatzlich werden noch einige Stadk-Operationen
eingespartund der Reckgabewert direkt ins Register %eaxgestirieben.

Das nachste Beispiel ist folgender C-Code:

int f(int a,int b) {
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int c;
c = a*b;
if (¢ >0)
{return a*b+1;}
else
{return a*b+2;}
}

KAPITEL 3. DATENFLUSSANAL YSE

Nicht-optimiert ergibt sich folgenderAssenblercode. Um den Code zu verstehen,ist esnetzlich
zu wissen,dassbei Eintritt in eine Prozedur die Recksprungadressezuoberst auf dem Stad liegt.
Darauf folgendendie Parameter, mit denendie Prozedur aufgerufenwurde.

file "avail-expr2.c"
.version "01.01"
gcc2_compiled.:
text
align 4
.globl f
type f,@function
f:
pushl %ebp
movl %esp, %ebp
subl $4, %esp
movl 8(%ebp), %eax
imull 12(%ebp), %eax
movl %eax, -4(%Yebp)
cmpl $0, -4(%ebp)
jle L3
movl 8(%ebp), %eax
imull 12(%ebp), %eax
incl %eax
movl %eax, %eax
jmp L2
.p2align 2
.L3:
movl 8(%ebp), %eax
imull 12(%ebp), %eax
addl $2, %eax
movl %eax, Yeax
L2:
leave
ret
.Lfel:

.Size f,.Lfel-f

%epb, der alte Stack Base Pointer wird
auf den Stack gepusht und damit gesichert
Der jetzige Stack Pointer wird

der Base Pointer

4 Byte Platz auf demStack fuer c anlegen

; Wert Base Pointer + 8 (= b) in Register %eax
; Wert Base Pointer + 12 (= a) zu Register %eax

dazumultiplizieren
Ergebnis der Multiplikation
in Variable c¢

auf Stack

; Vergleiche 0 mit ¢

Falls 0O kleiner gleich c¢ -> Springe nach .L3

; Wert Base Pointer + 8 (= b) in Register %eax
; Wert Base Pointer + 12 (= a) zu Register %eax

dazumultiplizieren

Inkrementiere  %eaxum 1
Rueckgabewert in Register %eax
Sprung nach .L2

; Wert Base Pointer + 8 (= b) in Register %eax
; Wert Base Pointer + 12 (= a) zu Register %eax

dazumultiplizieren
Zahl 2 zu Register %eaxaddieren
Rueckgabewert in Register %eax

Rueckkehr aus Funktionsaufruf

ddent  "GCC: (GNU) 2.96 20000731 (Red Hat Linux 7.3 2.96-110)"

Und jetzt der optimierte Code:
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file

.version
gcc2_compiled.:
text

.align
.globl f

type
f:

pushl

movl

movl
imull

testl

jle

incl

jmp

.p2align
.L3:

add|
.L5:

popl

ret
.Lfel:

.Size

.ident

"avail-expr2.c”
"01.01"
4
f,@function
%ebp
%esp, %ebp

12(%ebp), %eax
8(%ebp), %eax

%eax, %eax
.L3
%eax
L5
2
$2, %eax

%ebp

f,.Lfel-f

zunaechst einige Definitionen

%epb, der alte Stack Base Pointer wird
auf den Stack gepusht und damit gesichert

Der jetzige Stack Pointer wird

der Base Pointer

Wert Base Pointer + 12 (= a) in Register %eax
Wert Base Pointer + 8 (= b) zu Register %eax

dazumultiplizieren

Vergleiche (%eax AND%eax) mit 0

Falls kleiner gleich -> nach .L3 springen
%eaxum 1 inkrementieren

nach .L5 springen

Zahl 2 zu %eaxaddieren

wieder vom Stack nehmen
zurueckkehren

Base Pointer
Aus Funktionsaufruf

"GCC: (GNU) 2.96 20000731 (Red Hat Linux 7.3 2.96-110)"

Hier verschwindet also die Multiplik ation von a und b in den beiden Asten der if-then-else-
Anweisung,da der entsprechendeAusdruck vorher schon beredinet wurde. Das kann beispielsveise
mit der Analyse verfugbarer Ausdreicke erkannt werden. Des weiteren wird in der optimierten
Versionkein Platz fur ¢ auf dem Stack angelegt,sonderndie entsprechendenWerte in den Registern

gehalten.
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Kapitel 4

Java Byteco de Verier

Eines der Merkmale der Programmiersprate Java ist der Einsatz von Bytecode, einer Art von
\maschinenunabhangigem Maschinencode”. Java-Programme werden in den Bytecode wbersetzt,
der dann auf andere Rechner ebertragen und dort ausgetihrt wird, indem er von der Java Virtual
Machine (JVM) interpretiert wird. Die Ubersetzungin Bytecode ist ein Kompromiss zwischen
klassishiem Kompilieren, bei demdasProgramm in die jeweilige Maschinensprade mbersetzt wird,
damit sehr e zien t ausgedihrt werden kann, aber masdinenabhaengig wird, und Interpretation,
bei der direkt der Code einer Hochsprace ausgetihrt wird.

Da Bytecode oft mber das Netz von unbekannten Serwern geholt wird, ist es ganz besonders
wichtig, vor der Ausfehrung zu mberprefen, ob der Code korrekt ist und keine Laufzeitfehler verur-
sadt. Da Java eine objekt-orientierte Spradie ist und sich dies auch im Bytecode wiederspiegelt,
ist besondergdarauf zu achten, dassbei MethodenaufrufeneinesObjekts einer bestimmten Klasse,
dieseKlasseaudh wirklic h die entsprechendenMethoden besitzt und die erwarteten Reickgabewerte
zureckgibt. Au erdem musseberpreft werden, dasskeine Integer-Werte an Stelle von Referenzen
auf Objekte verwendetwerden. Dies konnte dazu fehren, dassein Java-Applet auf beliebigeStellen
desHauptspeichers zugreifen kennte.

DieseAnalyse-Aufgabe mbernimmt der sogenanie Java Bytecode Veri er, derim wesettlichen
eine Instanz einesmonotonen Frameworks ist. Es gibt jedoch auch Aspekte, die eher dem Bereich
der Typsystemezuzuordnensind.

Der Java Bytecode Veri er wird in der Java Virtual Machine Speci cation [LY99] vorgestellit.
Eine formalere Besdreibung ndet sich beispielsveisein [Nip01, KNO1, Kle03].

4.1 Befehle der Java Virtual Mac hine

Wir besdranken uns hier auf die Besdireibung der Analyse einer Methode. Zu jeder Methode
gehort ein Satz von m lokalen Registern und ein Stack, der hechstensdie Langemax haben kann.
An Datentypen betrachten wir Integer, NullT (Null Pointer) und Classcname (Referenz auf ein
Objekt der Klassecname). Die letzten beiden Datentypen bezeitinen Referenzen sie erfellen das
Pradikat isref. Die Menge aller Datentypen bezeitinen wir mit Ty.

Ein typischer Registersatzund ein Stadk einer Methode kennten beispielsveise aussehenwie
in Abbildung 4.1. Auch die Typen die einzelnenEintr age sind angegelen.

Wir betrachten den folgendeneingestirankten aber repraserativ en Satz von Befehlen. Dabei
nehmen wir vereinfadhend an, dassjede Methode mit genau einem Parameter aufgerufen wird.
Eine Methode besteht aus einer mit Zeilennummern von 1 bis k versehenernListe von Befehlen.
Des weiteren nehmen wir an, dassdie betrachtete Methode einen Reckgabewert vom Typ ty,
haben soll. Die Befehlelauten wie folgt:

Loadn: Legeden Inhalt desn-ten Registersauf den Stadk (Push-Operation)

27
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Registel

Typ: ClassA NullT Integer Typ: b
°
* 17 | Integer g
n nicht initialisiert
Null-Poirter
Objekt derKlasseA NullT | &~

Abbildung 4.1: Beispiel fur Registersatzund Stadk

Store n: Entferne das oberste Element vom Stadk und weiseesdem n-ten Register zu (Pop-
Operation)

AConstNull: Lege einen Null-P ointer zuoberst auf den Stadk (Push-Operation)
IConsti: Legeden IntegerWert i zuoberst auf den Stadk (Push-Operation)

IAdd: Entferne die beiden obersten Werte vom Stadk, addiere sie und lege das Ergebnis
wieder auf den Stack. Dabei wird angenommen,dassessich bei diesenbeiden Werten um
IntegerWerte handelt.

Get eld fname ty cname: Hier wird angenommen,dassdas zuoberst auf dem Stack liegende
Elemen eine Referenzauf ein Objekt der Klassecname ist. Diese Referenzwird vom Stadk
entfernt und der Inhalt des Feldesfname vom Typ ty diesesObjekts stattdessenauf den
Stadk gelegt.

Put eld fnamety cname: Zunachst werdendie oberstenbeidenElemerte vom Stad entfernt,
wobei angenommenwird, dassdas zweite Elemert eine Referenzauf ein Objekt der Klasse
cname darstellt. Dem Feld fname vom Typ ty diesesObjekts wird dann das erste Element
zugewiesen.

New cname: Ein neuesObjekt der Klasse cname wird erzeugt und auf den Stadk gelegt
(Push-Operation).

Invoke cname mname ty, ty,: Die obersten beiden Elemerte werden vom Stack ertfernt,
wobei das erste der zu wbergelkende Parameter vom Typ ty, ist. Das zweite Elemert des
Stadks soll eine Referenzauf ein Objekt der Klassechame darstellen, desserMlethode mname
aufgerufenwird. Der Reickgabewert soll vom Typ ty, seinund wird nach Reickkehr aus der
aufgerufenenMethode auf den Stadk gelegt.

CmpEqq: Die obersten beiden Werte werden vom Stadk genommenund miteinander vergli-
chen. Dabei sollten dieseWerte entweder beide vom Typ Integeroder beide Referenzensein.
Bei Gleichheit springein Zeile g.

Return Kehre an die Aufrufstelle der Methode zureick und gibt den zuoberst auf dem Stadk
liegendenWert zureck. Dieser sollte vom Typ ty, sein.

Bei Eintritt in eine Methode ist der Stad leer, das erste Register erthalt eine Referenz auf
das Objekt, dessenMethode aufgerufenwird, und das zweite Register enth alt den Parameter der
Funktion. Falls die Funktion weitere Parameter hat, be nden sich diesein den weiteren Registern,
wir werden jedoch zur Vereinfadung nur den Fall mit einem Parameter betrachten. Alle anderen
Register sind uninitialisiert.
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In den obenstehenderBefehlskestireibungenkommen Formulierungen der Form \das zuoberst
auf dem Stack liegendeElemert sollte vom Typ ty" sein. Desweiterenwird bei vielen Operationen
vorausgesetzt,dassder Stadk nicht leer ist, sondern mindestensein oder zwei Elemerte enth alt.
Sind dieseBedingungennicht erfullt, so ergabe sich bei Ausfehrung desCodesein Laufzeitfehler.
Die Aufgabe des nun vorgestellten Analyseverfahrensist es, zu vermeiden, dass solche Laufzeit-
fehler entstehen kennen.

Es folgt eine (unvollstandige) Au istung von Fehlern, die vom Java Bytecode Veri er erkannt
werden mit den dazugelorigen Fehlermeldungen.

Verstiedene Stack-Langenan der gleichen Programmstelle: Inconsistent  stack height

Auslesen eines Wertes aus einem uninitialisierten Register: Accessing value from
uninitialized register

Stadkhehe ebersdireitet die Maximalhehe: Stack size too large

Stadk ist leer wahrend versudit wird, ein Elemert vom Stadk zu holen: Unable to pop
operand off an empty stack

Ein Integerwird auf dem Stadk erwartet, aber ein Wert einesanderenTypswird vorgefunden:
Expecting to find integer on stack

Eine Objektreferenz wird auf dem Stadk erwartet, aber ein Wert einesanderen Typs wird
vorgefunden:Expecting to find object/array on stack

Ein Wert soll einem Feld zugewiesenwerden, obwohl das entsprechende Objekt kein soldhes
Feld hat: Incompatible type for getting or setting field

(Die gleiche Fehlermeldungtritt auf, wenn eine Methode aufgerufenwird, die nicht existiert.)

Bemerkung: Ein Java Class-File program.class kann mit dem Befehl javap -c program di-
sasserhliert werden, womit der erzeugte Bytecode betrachtet werden kann. Au derdem gibt es
einen Java Bytecode Assenbler namensjasmin (http://cat.nyu.edu/~meyer/jasmin/ ), mit
dem man eigenen(auch fehlerhaften) Bytecode erzeugenund in Java Class les umwandeln kann.
Auf dieseWeisekann man den Bytecode Veri er testen und Fehlermeldungenerhalten, die Lauf-
zeitfehler anzeigen.

4.2 Der Java Byteco de Verier

Analog zu Kapitel 3 betrachten wir ein JVM Programm S als eine Folge von Bleden der Form

: cmd, wobei * eine Zeilenrummer zwischen 1 und k angibt und cmd ein Befehl aus obiger Liste
ist. Esqilt init (S) = 1, nal (S) = fkg und die Flussrelation ow (S) ist folgenderma en de niert:
fur jeden Block * : CmpEqq zwei Paare (*; * + 1), (7; ) und fur jeden sonstigenBlock ~ : cmd
mit ~ < k und cmd 6 Returnein Paar (*; ~ + 1).

Wir macheneineVorwartsanalysemit Supremumsbildung (Bildung der kleinsten oberenSdran-
ke mit t ). Wir de nieren dazu einenVerband T als Property Space.Zunadchst betrachten wir die
Klassenhierartie von Java. Da es bei Java keine Mehrfachvererbung gibt und eine feste Klasse
Classexistiert, von der alle anderenKlassenerben, ist die Klassenhierardie ein Baum mit Wurzel
Class Fur zwei KlassenC und D schreibenwir C v . D genaudann, wennC von D abgeleitetwur-
de. Des weiteren legenwir folgendeOrdnung v ; auf den zu Beginn von Abschnitt 4.1 de nierten
Typen Ty fest. Es gilt

ty,vety, () ty, =ty, _
(ty; = NullT ~ isref(ty,)) _
(isref(ty,) ™ ty, = Clas$ _
(ty, = ClassC; ™ ty, = ClassC, * CyvCy)
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Alle anderenTypen stehennicht in Relation, z.B. sind Integerund NullT unvergleichbar.

Warum die Bedingung NullT v ClassA fur jede Klasse A gelten soll, muss man noch kurz
erklaren. Je kleiner ein Element bezglich v ; ist, destogenauerist esfestgelegt.D.h. insbesondere,
dassauf einemkleineren Elemernt mindestensdie Operationen (Methodenaufrufe, Zuweisungenan
Felder, etc.) meglich sein messen,wie bei einem gre eren Elemert. Tatsadhlich ist esso, dassbei
dem Null-P ointer jede beliebige Methode aufgerufen werden kann und jedem beliebigen Feld ein
Wert zugewiesernwerdenkann. Dies soll vom Bytecode Veri er nicht als Fehler angeseherwerden.
Konkret wird dann an diesenStellen eine Exception verursadt, die von einem Exception-Handler
behandeltwerdenmuss. Soldhe Exception-Handler kann man in realem Java-Bytecode besdireiben
und sie kennen mit in die Date ussanalyse integriert werden. In unseremkleinen Aussdnitt des
Java-Bytecodes betrachten wir keine Exceptions, so dasswir im folgendennicht weiter auf dieses
Phanomeneingehenwerden.

Wir madchenfolgendeAnnahmen eber die Felder und Methodenvon Objekten: Falls eineKlasse
C ein Feld fname vom Typ ty hat und D v ¢ C gilt, somussauc die KlasseD ein Feld fname vom
Typ ty. EbensomussD eine Methode mname mit Parameter ty; und Reickgabewert ty, haben,
falls C eine solche Methode besitzt. Daraus kann man folgendessdlie en: zunachst einmal kann
man statt eines Objektes der Klasse C immer auch ein Objekt der Klasse D verwenden, ohne
dasssich ein Laufzeitfehler ergibt. Au erdem kann man, da Informationen eber die Existenz von
Feldern bzw. Methoden bei bestimmten Klassenglobal vorhandensind, sehreinfach eberprefen, ob
die BefehleInvoke, Get eld und Put eld tatsadhlich existierendeFelder und Methoden anspreden.
Dies kann durch einen einmaligen Durchlauf des Programms entschieden werden und wir werden
diesin der folgendenAnalyse nicht mehr bereicksichtigen.

Der Property SpaceT, mit dem wir die Analyse durchfeihren bestelt aus folgender Menge T
und einer Ordnung v :

T = fNone;Errg[ (Ty  (fUndefg[ Ty)™)

Dabei sind None und Err zusatzlich eingekihrte Elemerte, die ? und > entsprechen. Dabei
bezeitinet None einen noch nicht erreichten Befehl und Err einen Befehl, bei dem ein fehler-
hafter Stadk- oder Registerzustand auftritt. Die weiteren Elemerte von T bezeidinen die Typen
des Stadks, dargestellt durch eine beliebig lange Liste von Typen, und die Typen der Register,
dargestellt durch ein n-Tupel von Typen, wobei auch Undef (Register darf in diesemBefehl nicht
gelesenwerden) auftauchen darf.

Wir de nieren nun folgendepartielle Ordnung v t:

Nonev 1 t fur allet2 T
tvrt Err fur allet2 T
(sti;regy) vt (Stzireg;) () sti=[sh;iir;s, ]~ regy = [ry;iisry] furi= 1,2 7
pL=p2 "

81 j pri(sfvis) "
81 j m:(rf=Undef_rfvrp)

Aufgab e 4.2.1 Weldhe der oben de nierten Ordnungenv ¢, v¢, vV 1+ sind Verbande, d.h., bei in
weldhen Fallen ist die Eigenstaft erfellt, dassjede TeilmengeL der der Ordnung zugrundeliegen-
den Menge eine kleinste obere Schranke und eine gre te untere Schranke besitzt?

Aufgab e 4.2.2 Wir betrachten die unten dargestellte Klassenhierardie und die daraus abgelei-
tete Ordnung v .. Au erdem seidie Anzahl der Registerm = 2.
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Class

ClassA

s

ClassB Clas<C

(@) Esseit = ([Integer, ClassA]; [NullT; ClassC]). Fur welche der unten angegetenent®2 T gilt
tvy t®?
i) t°= ([Integed; [NullT; ClassC])
i) t°= ([Integer, Clas$; [ClassA; ClassB])
i)y t°= ([Integer, Clas§; [Undef, ClassA])
iv) t°= Err
(b) Bestimmen Sie fur die oben angegelenenElemerte t;t°2 T jeweils das Supremum t t t°

Aufgab e 4.2.3 Argumentieren Sie, dassder Verband T die Ascending Chain Condition erfullt,
obwohl er unendlich viele Elemerte erthalt.

Als initialen Analysewert setzenwir

Langem

wobei C die Klasseist, zu der das Objekt gehert, dessenMethode aufgerufenwird. Des weiteren
ist p der Typ desParametersder Funktion. Fer alle ebrigen Registerwird Undef als Analysewert
benutzt, um zu kennzeidinen, dass diesesRegister hier nicht gelesenwerden darf, da es nicht
initialisiert ist (sieheauch die Typregel fur Loadin Tabelle 4.1).

Nun fehlt nur noch die De nition der Transferfunktionen f-. Diese sind etwas komplexer als
die meistender in Kapitel 3 vorkommendenTransferfunktionen und fehren jeweils folgende Ope-
rationen durch: zunachst wird mberpreft, ob der in jedem Block ankommendeAnalysewert A (°)
konsistert mit dem aufzufehrenden Befehl ist. Bei einer Pop-Operation muss beispielsveise eber-
preft werden, ob der Stadk nicht-leer ist, bei einer Push-Operation, ob der Stadk nicht bereits
maximal aufgefllt ist. Es muss ebenso uberpruft werden, ob die aufzurufenden Methoden die
korrekten Parameter- und Resultat-Typen haben, etc. Diese Uberprafung nehmenwir mit Hilfe
von Typregeln vor. Falls die Uberprefung nicht gelingt, so gilt A (*) = Err . Anderenfalls muss
der Ausgangsvert beredinet werden,i.a. durch Manipulation der Stacktypen und der Stacklange.

Zunacdhst einmal betrachten wir die verwendetenTypregeln (siehe Tabelle 4.1). Wir screiben
(st;reg) = cmd, falls die Typen des Stadks und der Register mit dem Kommando cmd mberein-
stimmen. Fur kein Kommando cmd gilt None ~ cmd bzw. Err © cmd.

In obiger Tabelle bezeihinet die Konkatenation von Listen (sieheauch Kapitel 2 zur Notati-
on).

Desweiteren verwendenwir Funktionen der Form transfei(cmd; (st; reg)) fer die Besdireibung
der Transferfunktionen (siehe Tabelle 4.2).

Dabei bezeihinet I'n das n-te Element der Liste | und I[n 7! €] bezeihinet die Liste, die
ertsteht, wenn das n-te Element von | mit e ebersdrieben wird. Mit rst (I) bezeidhinen wir das
erste Elemert einer Liste | und mit rest(l), die Liste, die erntsteht, wenn das erste Elemert von |
entfernt wird.

Die Transferfunktionen f- werden nun folgenderma en de niert:

Fo(t) = transfecmd;t) falls t = (st;reg), (st;reg) ~ cmd und (" : cmd) 2 blocks(S)
~ Emr sonst.
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jstj < max;regn 8 Undef jstj> 0 jstj < max jstj < max

(st;reg) ° Loadn (st;reg) = Storen (st;reg) = AConstNull (st;reg) * IConsti
st = [Integer Integel st®  st= [ty,] st ty, v Classcname
(st;reg) ~ IAdd (st;reg) = Geteld fname ty cname
st = [ty,;tyo] st ty, vity; ty, v Classcname
(st;reg) = Puteld fname ty cname
jstj < max st= [tya;tyo]l st% tyg v Classcname; ty, v ty;
(st;reg) ©~ Newcname (st;reg) = Invoke cname mnamety; ty,
st = [ty;;ty,] st® ty; = ty, = Integer_ (isref(ty ;) ~ isref(ty,)) st = [ty] st ty vqty,
(st;reg) ©= CmpEqq (st;reg) = Return

Tabelle 4.1: Typregeln fur die Transferfunktionen des Java Bytecode Veri ers

transfel(Load n; (st; reg))

transfei(Store n; (st; reg))
transfeAConstNull; (st; reg))
transfel(IConsti; (st; reg))

transfel(IAdd; (st; reg))

transfe(Get eld ty cname fname; (st; reg))
transfel(Put eld ty cname fname; (st; reg))
transfei(New cname; (st; reg))
transfei(Invoke cname mname ty ; ty,; (st; reg))
transfe(CmpEqq; (st; reg))
transfel(Returr (st; reg))

(regn st;reg)
(rest(st);reg[n 7! rst (st)])
([NullT] st;reg)
([Integell  st;reg)
([Integeil rest?(st); reg)
(Ity] rest(st);reg)
(rest?(st); reg)
([Classcname]  st; reg)
(Ity,] rest*(st);reg)
(rest?(st); reg)

(st;reg)

Tabelle 4.2: Transferfunktionen des Java Bytecode Veri ers
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Das Ergebnis der Daten ussanalyse wird auch im Java Bytecode Veri er mit einer Variante
desWorklist-Algorithm us aus Abschnitt 3.3.

Theorem 4.2.4 (Korrektheit des Java Byteco de Veriers) Fallsfur dasAnalysesrgebnisdes
Java Bytecode Veriers gilt: A (°) 6 Errund A (*) 6 Err fur alle vorkommendenLalels *, so er-
zeugtdas analysierte Programm keine Laufzeitfehler.

Dabei sind Laufzeitfehlerdie Verwendungvon Werten mit falschemTyp, ein Ruckgalewert von
falschemTyp, verschialene Stack-Langenam gleichen Programmpunkt, sowie Stack-Uberlauf und
der Versuch des Entfernens von Elementen vom leeren Stack (siehe auch die Liste am Ende von
Abschnitt 4.1).

Esist allerdings zu beatten, dassAnalyse-Ergebnissedie fur ein bestimmtes Registerden Wert
Undef enthalten, durchaus meglich sind. Bereits der initiale Analysewert hat diese Eigensdatt.
Dies bedeutet nur, dassdas Register nicht gelesenwerden darf, da es nicht initalisiert ist, es
bezeidinet jedoch keinen eigertlichen Fehler.

Aufgab e 4.2.5 Spielen Sie fur folgende Programme Java Bytecode Veri er und bestimmen Sie
das Analyseergebnis.Verlauft die Analyse jeweils erfolgreich im Sinne von Theorem 4.2.4?
Verwenden Sie dazu die Klassenhierartie aus Aufgabe 4.2.2 und den initalen Wert =

folgende Felder und Methoden besitzen: alle drei Klassen besitzen eine Methode m mit einem
Parameter vom Typ Integer und einem Reuckgabewert vom Typ ClassC. Au erdem besitzt die
KlasseC ein Feld f vom Typ Integer

(a) Das Programm hat folgendesAussehenund der Reckgabewert soll vom Typ ClassC sein.

Load 2

IConst1

Invole A m IntegerC
Store 1

Load1

Geteld f IntegerC
IConstO

CmpEql

Load 1

Return

(=Y

(b) Das Programm hat folgendesAussehenund der Reickgabewert soll vom Typ Integersein.

1. Loadl
2. Geteld f IntegerC
3: Return

(c) Das Programm hat folgendesAussehenund der Reckgabewert soll vom Typ Integersein.

IConst3
IConst5
IAdd
Store 1
Load 1
IConst8
CmpEql
Return

Lesungsv orschlag:

(a) Die Daten ussanalyse ergibt folgendesErgebnis (im folgendenwird Integer durch Int ab-
gekeirzt):
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A () A ()
st reg st reg
1 1 [ClassA; ClassB; Undef;:::] [ClassB] [ClassA; ClassB; Undef;:::]
2 [ClassB] [ClassA; ClassB; Undef;:::] | [Int;ClassB] [ClassA; ClassB; Undef;:::]
3 [Int; ClassB] [ClassA; ClassB; Undef;:::] [ClassC] [ClassA; ClassB ; Undef;:::]
4 [ClassC] [ClassA; ClassB ; Undef;:: ] 1 [ClassC; ClassB ; Undef;:: ]
5 1 [ClassC; ClassB ; Undef; :::] [ClassC] [ClassC; ClassB ; Undef; :::]
6 [ClassC] [ClassC; ClassB ; Undef; :: ] [Int] [ClassC; ClassB ; Undef; :: ]
7 [Int] [ClassC; ClassB ; Undef; :::] [Int; Int] [ClassC; ClassB ; Undef; :: ]
8 [Int; Int] [ClassC; ClassB ; Undef; :: ] 1 [ClassC; ClassB ; Undef; :: ]
9 1 [ClassC; ClassB ; Undef; :::] [ClassC] [ClassC; ClassB ; Undef; :: ]
10 [ClassC] [ClassC; ClassB ; Undef;:: ] [ClassC] [ClassC; ClassB ; Undef;:: ]

An der Sprungstelleist besonderszu beadten, dassA (7) v A (1). Au erdem ist der Reick-
gabewert (ClassC) korrekt.

(b) Esgilt A (2) = Err, weil ClassA, das zuoberst auf dem Stack liegt, kein Subtyp von ClassC

Ist.

(c) Esgilt A (1) = ([];[Undef; ClassB ; Undef; :::]) wegenStore und der Sprunganwveisung. Au-
erdem gilt A (8) = Err, weil kein geeigneterReickgabewert auf dem Stadk liegt.




Kapitel 5

Abstrakte Interpretation

5.1 Grundlagen der abstrakten Interpretation

WUblicherweise kennen Programme nicht vollstandig ausgetestetwerden, weil es unendliche viele
Eingabewerte (z.B. alle ganzenZahlen) gibt und auch die Variablen Belegungenaus einem un-
endlich gro en Werteraum haben kennen. Der Ansatz der abstrakten Interpretation ist es, das
Programm nicht auf den eigerilichen Werten, sondern auf Abstraktionen der Datentypen aus-
zufehren. Beispielsweisekonnte man die ganzenZahlen durch evenund odd abstrahieren, je nach-
dem ob die Zahl geradeoder ungeradeist. Eine andere M eglichkeit ware es, die ganzenZahlen in
Aquivalenzklassenzu unterteilen, je nachdem ob sie kleiner, gleich oder gre er Null sind ( , O,
+).

Auf diesenAbstraktionen der Datentypen wird dann das Progamm ausgetihrt. Falls esdavon
nicht viele gibt, soist esprinzipiell meglich, das Programm auf allen Eingaben zu testen. Aller-
dings ist eswichtig, die Operationen auf den abstrakten Werten so zu de nieren, dasstatsachlich
alle Werte, die von dem jeweiligen abstrakten Wert repraseriiert werden, berucksichtigt werden.
Nehmenwir beispielsweisean, dassein Programm statt auf Integer-Werten auf Werten der Form
I f ;0;+gausgethrt wird. Auerdem seidie Operation op : Integer! Integerfolgenderma en
de niert: op(z) = z 2. Die Frageist nun, wie beispielsveiseder Wert op” (f + g) aussehensoll.
Der abstrakte Wert + repraseriert unter anderemdie Werte 1, 2 und 3. Bei Subtraktion von 2
ergibt sich dann ein Wert der entweder kleiner, gleich oder gre er als Null ist. Es mussalso gelten:
op” (f+g)=f ;0;+g.

Ein weiteres einfaches Beispiel fur abstrakte Interpretation ist auch ein Verfahren, mit dem
man die Korrektheit von arithmetischen Berethnungen austestenkann. Beispielsweisewollen wir
testen, ob die Berechnung

373 8847+ 123452 3312266

korrekt ist. Wir nutzen dazu die Tatsache aus, dasseine Zahl durch 9 teilbar ist, genaudann wenn
ihre Quersumme durch 9 teilbar ist. Man kann also die Teilbarkeit durch 9 durch wiederholte
Quersummerbildung uberprefen. Insbesonderggilt, dasseineZahl den gleichen Divisionsrest durch
9 besitzt wie ihre Quersumme,das liegt an der Bezietung [(10 a+ b) mod 9]= [(a+ b mod 9].
Des weiteren gilt [a b mod 9] = [((a mod 9) (b mod 9)) mod 9] und [a+ b mod 9] = [((a
mod 9) + (b mod 9)) mod 9].

Wir bilden also die iterierten Quersummender vier obigen Zahlen und erhalten dabei 4 (fur
373), 9 (fur 8847), 6 (fur 12345)und 5 (fur 3312274).Wir fuhren nun die Beredinung auf den
Quersummendurch und erhalten 4 9+ 6 = 42, Quersumme6. Wir erhalten also auf beiden Seiten
nicht dieselle Quersumme,was aber der Fall seinmesste,wenn die Berechnung korrekt ware. Wir
wissendaher, dassobige Gleichung nicht gilt!

GeeigneteLiteratur zum Thema abstrakte Interpretation ist [Cou96, JN95, CC79, CC77].

35



36 KAPITEL 5. ABSTRAKTE INTERPRET ATION

5.1.1 Galois-V erbindungen

Wir de nieren nun allgemein,welche Form die Abstraktionsabbildung haben soll, die jedenWert

auf seinenzugelwrigen abstrakten Wert abbildet. Dazu de nieren wir neben noch eine zweite

Abbildung, die sogenante Konkretisierung , die einem abstrakten Wert alle konkreten Werte

zuordnet, fur die er steht. Fur den Fall der Abstraktionen evenund odd weirden die Abbildungen
eo UNd ¢ beispielsveisefolgenderma en aussehen:

Beispiel 5.1.1
. P(2Z) ! g(f even oddg)
; falls Z = ;
2) = feverg falsz f:::; 4, 2,0;2,4;:::g
e - 3 foddg falsz f:::; 3; 1,1;3;:::g
feven oddg sonst
eo . P(feven oddg) ! E(Z)
3 ; falls M =

firr; 4, 2,0;2;,4;:::g fallsM = feverg
x f:ir; 3 1,1;3:::g fallsM = foddg
4 sonst

eo(M )

Abstraktion und Konkretisierung sollten folgenderma en zusammenpassenwird eine MengeZ
von konkreten Werten erst abstrahiert und dann konkretisiert, somusseine gre ere (oder gleiche)
Menge als zuvor entstehen, das druckt aus, dass wber-, aber nicht unter-approximieren darf.
Es muss also Z ( (2)) gelten. In unserem Beispiel gilt e ( e(f1;3;709)) = e (foddg) =
f; 3 1,1,3;:::g f1;3;79. Umgekehrt sollte fur jede MengeM von abstrakten Werten gelten:

( (M)) M, d.h. die Konkretisierung und ansdilie ende Abstraktion ist nicht ungenauerals
der urspreingliche Wert.

Ein solchesPaarh ; i bezeidinet man auch als Galois-Verbindung. Neben Galois-Verbindungen
zwischen Potenzmengen-\érbandenkann man Galois-Verbindungenauch allgemeinauf Verbanden
de nieren.

De nition  5.1.2 (Galois-V erbindung) Gegelen seien zwei Verbande (L; v) und (M;v). Ein
Paar h ; i von monotonen Funktionen :L! M, :M ! L heisst Galois-Verbindung genau
dann, wenn gilt:

l2L:1v ( () (5.1)
8m2M: ((m)v m (5.2

Obige De nition wird in Abbildung 5.1 fur PotenzmengenerbandelL = P(A) und M = P(B)
graphisch dargestellt.

Beispiel 5.1.3 (In terv all-Rec hnung) Eine andere Galois-Verbindung bildet eine Menge von
reellen Zahlen auf das kleinste sie umsdlie ende Intervall ab. Wir verwenden die Menge R =
R[ f1 ;1g, d.h. die reellen Zahlen angereihert mit 1 und 1 und betrachten die folgenden
beiden Verbande:

(P(RY); ), d.h., die Potenzmengemit der mblichen Inklusionsordnung.
(R R';v), wobei(ry;ra) v (r$;r9) genaudann,wennr? ryundr, r9

Wir denieren :P(R')! R! R! und :R! R! ! P(R!) wie folgt:

| G
( Ry R)

[re;ral;

(R)

(ra;r2)
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'

A A
L=P(A) M =P(B)

Abbildung 5.1: Graphische Darstellung der Bedingungenaus De nition 5.1.2.

d
wobq\} [r1;r2] das Intervall zwischen r; und r, bezeitinet. Au erdem ist zu beaditen, dass R

und R dasInm um bzw. Suprenum von R beziglich der Relation  auf naterlichen Zahlen
bezeitinen.

Beispiel 5.1.4 (Appro ximation durc h konvexe Polyeder) Sei (Var ! R) eine Menge
von Belegungenvon Variablen mit reellen Zahlen. Sei au erdem n = jVarj. Wir nehmen des
weiterenan, dassVar = fxj;:::;xpg. Dann kannman als Mengevon Punkten im R" betrachten.

Man approximiert sie durch das kleinste konvexe n-dimensionale Polyeder, das alle diese Punkte
enthalt. Abbildung 5.2 zeigt eine typische Situation fer n = 2.

X2

X1
Abbildung 5.2: Abstraktion von Punkten durch Polyederin der Ebene

Die Abstraktion bildet damit ein Elemert aus P(Var ! R) auf ein konvexes Polyeder
P R" ab, das endlich darstellbar ist, beispielsweiseindem man die Menge seiner Eckpunkte
aufzahlt. Dagegenbildet die Konkretisierung ein Polyeder P auf die Mengef :Var ! R j

Galois-Verbindungen haben bestimmte Eigensdaften, die wir im folgendennutzen werden.

Satz 5.1.5 (Eigensc haften von Galois-V erbindungen (I)) Seih ; i eine Galois-Verbindung
mit :L! Mund :M! L, sowiel2 L undm2 M. Dann gilt:

MHvm() Iv (m):

Beweis:Es gelte (1) v m fur zwei Verbandselemete | 2 L, m 2 M. Dann gilt mit der Monotonie
von :

6.1)
v (()v (m):



38 KAPITEL 5. ABSTRAKTE INTERPRET ATION

Nehmen wir nun an, dassumgekehrt | v (m) far 1 2 L, m 2 M. Wir folgern nun mit der
Monotonie von

(5.2)
v ((m) v m:

Satz 5.1.6 (Eigensc haften von Galois-V erbindungen (I1)) Seih ; i eine Galois-Verbindung
mit :L! Mund :M ! L. Dann gilt:

(i) Die Konkretisierung ist eindeutig durch  bestimmt und esgilt (m) = I:fI i (v mg.
(i) Die Abstraktion ist eindeutig durch bestimmt und esgilt (1) = dfmj v (m)g.
(i) Es gilt (F LY = I:f (Njl2L%fur L L. Man sagtauch ist vollstandig additiv.
(iv) Es gilt (d M9 = df (m)jm2 M% fur M® M. Man sagtauch ist vollstandig
multiplikativ.

(v) Auerdem gibt es zu jeder vollstandig additiven Funktion : L ! M eine Funktion
M ! L, sodassh ; i eine Galois-Verbindungist. Des weiteren gibt es zu jeder vollstandig
multiplikativen Funktion :M ! L eine Funktion :L! M, sodassh ; i eine Galois-
Verbindung ist.

Beweis:
F
() Wir zeigenzunacdhst, dassqilt: (m) = flj (1) v mg fur jede Galois-Verbindung h ; i.
Damit ist dann auch gezeigt,dass eindeutig bestimmt ist, falls bekannt ist.
Falls () v m gilt, dann folgt mit Satz 5.1.5,dass| v (m). Daraus folgt (m) w flj
(1) v rrg. Wegen ( (m)) v m gilt auerdem (m) 2 fl j (I) vemg und daraus folgt
(m)v flj (I) v mg. Zusammengefassergibt sich dann (m)= flj (I) v mg.
(i) Analog zu (i).
F F
(iii)y Fer jedesl 2 IFogiIt lv  L%nd it der Monotonie von  folgt daraus () v ( L9 und
esergibt sich f ()jl12L%v ( LO.
gm zu zei'gen,dass ( LYv f (1)jl2 L% qilt, reicht esnach Satz 5.1.5zu zeigen,dass
LOv ( f (I)j! 2 L%). Seilein festesElemert ausL® dann folgt aus (19 2 f (1) j
F (5.2) F
|2 L%, dass (1I9v f (I)jl %Log. Esgilt v (0%9v (f ()jl2L%). Dadies
fur jedes|®2 LOgilt, folgt auch  L°v (" f (I)jl2L%).
(iv) Analog zu (iii).
(v) Seinun :L-! M eine beliebige vollstandig additive Funktion. Wir de nieren : M ! L
mit (m)= flj (I) v mg. Esist nun zu zeigen,dassh ; i eine Galois-Verbindung ist.

Zunaq@st ist zu zeigen,gass monoton ist. Dazu mussenwir beweisen,dassaus m v m°
folgt:  flj (v mgv flj (I)v m%.Seil 2L mit (I) v m, danngilt auch (1) v mC
und darausfolgt flj (I)v mg flj (I) v m%. Damit ist dieselnklusion gezeigt.

Au erdem gilt ( (1)) = f1% (19v (hgwlundauerdem ( (m)= ( flj (v
mg)= f (I)j (I) v mgv m, aufgrund der vollstandigen Additivit at von

Der Beweisfur : M ! L verlauft analog.
2

Oft kann man Galois-Verbindungen einfach mit Hilfe sogenanter Extraktionsfunktionen be-
stimmen. Sei : A;! A, eineAbbildung der MengeA; nach A,. Wir kennendann : P(A;)!
P(A>) in Abhangigkeit von wie folgt bestimmen:

(AY) =f (a1)ja 2 Alg
ferr Ag Aj.
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Aufgab e 5.1.7

(a) Gegelen seieine Extraktionsfunktion . ZeigenSie,dass - wie oben de niert - vollstandig
additiv ist und bestimmen Sieein , sodassh ; i eine Galois-Verbindung ist.

(b) Bestimmen Sie eine Extraktionsfunktion , so dassdie Galois-Verbindung h ¢; i aus
Beispiel 5.1.1durch  erzeugtwird.

Lesungsv orschlag:
. . S . S S . .
(@) geiP1 P(A1). Esgilt (" Pi)=1f (a)jar2 Pig= ff (a1)ja 2 AlgjA?2 Pig=
f (AY)jAL2Pig
Und damit gibt esnach Satz5.1.6ein :A,! A,, sodassh ; i eine Galois-Verbindung
ist. Und esgilt

[ .
(A9 fAY] (AD) Adg

fAYjf (a)jau 2 Ag Adg
fAYjAY Y(A)g
1(A9)

(b) Durch :Zz! feven oddg mit

(2) = even falls z gerade
~  odd falls z ungerade

erhalt man die Galois-Verbindung aus Beispiel 5.1.1.
2

Mit Hilfe von Extraktionsfunktionen lassensich leicht neue Galois-Verbindungen erzeugen.
Heau g verwendete Extraktionsfunktionen sind beispielsveise:

Vorzeic hen-Rec hnung: :Z! f ;0;+g mit

8
< fallsz< 0
(zy=. 0 fallsz=0
+ fallsz>0

Mo dulo-Rec hnung: :Z! f0;:::;n 1gmit (z) = z mod n fur ein festesn 2 NnfOg.

Im allgemeinenwird L die Werte der Variablen des Programms reprasenieren. Hat das Pro-
gramm beispielsveise drei IntegerVariablen x, y, z, sowird L = P(State ) mit State = f
fx;y;zg! Zg (Menge aller Abbildungen der Variablen auf ganze Zahlen) gelten. Dagegensteht
M fur den Verband der abstrakten Werte, den wir mandhmal auch mit Abs bezeihinen werden.

Wenn bereits eine Extraktionsfunktion :Z ! A bekannt ist, dann ist esleicht, daraus ei-
ne Abstraktion zu erzeugen,die auf allen Elemerten von P (State ) arbeitet. Wir nennendieses
VorgehenLiften der Extraktionsfunktion.

Denition  5.1.8 (Liften einer Extraktionsfunktion) Sei State = Var ! Z die Mengealler
meglichen Variablenkelegungen und sei :Z ! A eine Extraktionsfunktion. Durch Liften von
in Bezugauf State entstehtdie Abstraktion : P(State)! P(Var! A) wie folgt:

() =f i 249
for State .

Man kann eibrigensleicht zeigen,dassdasoben de nierte  vollstandig additiv und damit Teil
einer Galois-Verbindung ist.
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5.1.2 Abstrakte Semantik

Wir messennun noch festlegen,wie sich Befehle und Operationen der Programmiersprace auf
abstrakte Werte auswirken sollen.

De nition  5.1.9 (Sichere Appro ximation von Funktionen) Seih; imit :L! M und
M ! L eine Galois-Verbindung. Seien des weiteren f : L" ! L und f¥ : M" I M n-
stellige Funktionen. Die Funktion f# heisst sichere Approximation von f genaudann wenn fur

Das heisst, eine Funktion angewandt auf die abstrakten Werten ergibt ein ungenauereskr-
gebnis,das auf jeden Fall das eigertlic he Funktionsergebnismit repraseriert. Eswird fast immer
sinnvoll, sein, zu verlangen,dassf und f# monoton sind. Die Anwendungeiner Funktion auf einen
ungenauerenWert sollte auch ein ungenauerestErgebnis liefern.

Aufgab e 5.1.10 ZeigenSie, dassgilt:

() 8l 2L: Fluasim) v i ()i (n);
falls f und f#* monoton sind.

Beispiel 5.1.11 Wir betrachten die in Abschnitt 5.1.1 vorgestellten Galois-Verbindungen und
bestimmen dazu die (genaueste)sichere Approximation einiger Operationen. Die abstrakten Ope-
ratoren werden durch einen Kreis um die jeweilige Operation gekennzeidinet (z.B.  fur Plus,
fur Minus).

Ev en-Odd-Abstraktion: Hier gilt beispielsweisefeverg 1 = foddg, foddg 1 = feveng,
feveng foddg= feveng, etc.

Vorzeic hen-Rec hnung: In diesemFall kommt Nichtdeterminismus zu tragen (siehe auch die
Beispieleam Anfang diesesKapitels), da wir den abstrakten Wert desErgebnissesiicht mit
Sicherheit bestimmenkennen. Es gilt beispielsweisef+g 2=1f ;0;+g,f+g 1=1f0;+g,
f+g f g=f g, etc.

DieseRedhnung und vor allem die Rolle der Konstanten musseigertlic h noch genauererklart
werden: wir betrachten die Subtraktion der Konstante 1 als einstellige Funktion f, die, da
wir ja hier mit Verbanden arbeiten, auf einer Menge von Zahlen operieren muss.

f:P2Z) ! P(2)
f(z) = fz 1jz2Zg wobeiz Z

Dazu de nieren wir eine Abstraktion f# dieser Funktion mit:

ff P ;049 ! P(f ;0+9)
f*(A) = f jfalsO2A_ 2Ag[ fO;+ jfalls+ 2 Ag wobeiA f ;0;+g

Man mussjetzt zeigen,dassfer jedesA gilt:  (f ( (A))) f# (A). Diesist erfullt, beispiels-
weiseergibt sich fur A = f+g:

(fFC @A) = (FEL2:mg)= (0,1,2:)=10+g

und au erdem f# (A) = f0; +g.
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Wir betrachten nun noch die Funktion

g:P(@2) ' P2
9z) = fz 2jz22Zg wobeiz Zz

Die Funktion f# ist jetzt jedoch keine Abstraktion von g mehr, denn esgilt fur A = f+q:
(aC (A)) = (a(fL2Z::g) = (f L0 L2:mg)=1F [0+g;
aber f# (A) = f0;+g. Eine gultige Abstraktion ist aber die Funktion g* mit

g" 1 P(f ;049 ! P(f ;0+9)
g?(A) = f jfalsO2A_ 2A_+ 2Ag[ f0;+ jfalls + 2 Ag:

Mo dulo-Rec hnung: Bei der Addition erhalten wir im wesetlic hen die Operationen der Gruppe
Z, (Z modulo nZ): fag fbg= f(a+ b modng fur a;b 2 f0;:::;n 1g. Und bei der
Multiplik ation erhalt man analogfag fbg= f(a b) mod ng.

Wir betrachten nun wieder die While -Sprace aus Anhang A und besdireiben deren opera-
tionelle Semariik auf abstrakten Werten. Die ®Ubergangsrelationkann nun allerdings nichtdeter-
ministisch sein, denn ein Vergleich der Form x = 0, wobei x mit dem abstrakten Wert evenbelegt
ist, kann entwedertrue oder false liefern.

Wir nehmenim folgendenan, dassder Verband L = P(State ) die meglichen Variablenbele-
gungen des Programms reprasertiert, wobei State wie in Anhang A alle meglichen Funktionen
der Form Var ! Z enthalt. Den Verband der abstrakten Werte bezeitinen wir mit Abs . Er kann
durch Liften einer Extraktionsfunktion ertstanden sein, was aber nicht unbedingt Voraussetzung
fur die folgendenDe nition ist.

Um die abstrakte Semariik einesProgrammsanalogzu De nition 5.1.9besdireibenzu kennen,
benetigen wir zunadst folgende Ein-Schritt- ©bergangsfunktion next auf Programmen.

De nition  5.1.12 (&b ergangsfunktion next) EsseienS;S°zweiWhile -Programmeund
State . Wir setzen

% 2 ~mS i! % % und nextsg() =f % 2 A mS il %

neth;So() =f
Wir kennen nun die abstrakte Semarik von While -Programmen de nieren. Wir legendazu
fest, dassdie abstrakte Semartik einesichere Approximation der eigertlichen Semarik seinmuss.

De nition  5.1.13 (Abstrakte Semantik) Die abstrakte Semantik wird beschrielen durch eine
Familie nextg;so: Abs ! Abs von Funktionen fur die gilt:

(nexts:so( (abg)) v nextz;so(abs)

fur abs2 Abs und alle While -Programme S; S° und S°=+#.
Wir schreiben auch hS;abs =) hS%abs?, falls nextg.so(abs) = abs’, und hS;abs =) abs,

falls nextg.,(abs) = abs’.

Steht in obiger De nition ein Gleichheitszeihen anstelle von v, so handelt es sich um die
genauesteabstrakte Semariik. UnpreazisereSemariik en sind jedoch auch zulassig.

Wir betrachten diese genauesteSemarik an einem konkreten Beispiel und verwenden die
Galois-Verbindung h ; i, die durch Liften der Extraktionsfunktion :Z! feven oddg entsteht,
wobei analog zu Beispiel 5.1.1de niert ist. Es gilt Var = fng, d.h., die Variablenmengeenth alt
nur ein Elemert.

Wir betrachten nun die genauesteabstrakte Semartik anhand einiger Beispiele. Mit [n 7! a]
bezeitinen wir dabei die Funktion, die die Variable n auf den Wert a 2 f even oddg abbildet.
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Hn := 3*n+1] ;f[n 7! odd]ggi =) f[n7! everly
Hn := 3*n+1] ;f[n7! everigi =) f[n 7! odd]g
Hn := 3*n+1] ;f[n 7! ever];[n 7! odd]gi =) f[n 7! ever;[n 7! odd]g
twhile [n61] do S od;f[n7! odd]gi =) f[n 7! odd]g
twhile [n61] do S od;f[n7! oddlgi =) HhS;while [n 6 1] do S od;f[n 7! odd]gi
twhile [n61] do S od;f[n7! everlgi 8) f[n7! everlg
twhile [n61] do S od;f[n7! evenlgi =) hS;while [n61] do S od;f[n 7! everlgi

5.1.3 Beispiel: Hailstone-F olge

FolgendeProgrammanalyseist aus [JN95] entnhommen.

Mit Hilfe obiger Semarik kennen wir nun folgendeskleine Beispielprogramm interpretieren,
das die sogenante Hailstone-Folge beredinet und terminiert, sobald der Wert n gleich 1 ist.
Diese Folge ist auch noch unter vielen anderen Namen bekannt, z.B. als Collatz-Folge, 3n + 1-
Problem, etc. (sieheauch http://mathworld.wolfram.com/CollatzProblem.html ). Esist wbri-
gensnicht bekannt, ob diesesProgramm fur alle Eingabewerte terminiert. Feur n = 11 lautet die
Folge 11;34; 17,52, 26; 13, 40; 20, 10, 5; 16; 8; 4; 2; 1, : : : der Wert 1 wird also angenommen.

Programm 5.1.14 (Hailstone)
[skip I
while [n61]?> do
if [even(n)
then [n:=n/2 ]*; [skip ]°
else [n:=3*n+11°; [skip ]’
fi
od

Die zusatzlichen Skip-Anweisungendienen nur dazu, damit wir nachvollziehenkennen, wie die
Variablenbelegungerzu Beginn und am Ende desProgrammsund nach den Zuweisungenaussehen.

Wenn wir annehmen, dasswir mit einer ungeradenZahl n starten, d.h., falls der initiale ab-
strakte Wert gleich [n 7! odd] ist, so erhalten wir die in Abbildung 5.3 dargestellten Ubergange.
Wir zeichnen nur die Ubergange, die vom initialen abstrakten Wert aus erreichbar sind, und bei
denenabs nicht die leere Mengeist.

Wie man dabei sehenkann, gehenhier, im Gegensatzzur Daten ussanalyse, die Analyseergeb-
nisseauch in die Verzweigungenbei while und if -Anweisungenmit ein. Falls wir beispielsweise
mit einem abstrakten Wert even fur n die Abfrage der while -Schleife erreichen, so kennen wir
sicher sein, dasswir die Sdcleife dort nicht verlassen.Ebensosind, solangen nicht den abstrak-
ten Wert feven oddg hat, die auf die if -Anweisung folgenden Kommandos festgelegt, da dort
abgefragt wird, ob n geradeoder ungeradeist.

Man kann nun die Ergebnisseder obigen Analyse zusammenfassenindem wir die meglichen
abstrakten Werte von n am Anfang der jeweiligen Bloedken bestimmen. Dazu bilden wir jeweils das
Suprermum der in Abbildung 5.3 vorkommendenAnalyseergebnisse.

1 | 2 ‘ 3 | 4 | 5 | 6 ‘ 7 | Terminierung
foddg | fevenioddg | fevenoddg | feveng | fevenioddg | foddg | feveng |  foddg

Beispiel 5.1.15 Interpretieren Sie folgendesProgramm auf den abstrakten Werten even, odd.

[skip I*;
while [n>0]? do
if [odd(n) 3
then [n:=2*n]%; [skip ]°
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Hskip I*;... ; f[n 7! odd]gi _‘_“,;gaa 7! odd]g & ED
hwhile [n61)% ... ; f[n 7! od (;—?%vhile [N61)? ... ; f[n7! everlgi
hf [even(n)® ... ; f[n7! odd]gi hf [even(n)® ... ; f[n 7! everlgi
C_}Eﬁf{n::s*nﬂ]e;... ; £[n 7! odd]gi G—%fﬁn::n/z 1%... ; f[n7! evergi
Hskip ;... ; f[n7! everlgi Hskip I%;... ; f[n7! everl;[n 7! odd]gi
| BC
hwhile [n61)? ... ; f[n7! everl;[n 7! odd]gi =——
@A @ H

hf [even(n)]® ... ; f[n7! ever];[n 7! odd]gi
Abbildung 5.3: Ubergange des abstrakten Hailstone -Programms

else [n:=n-21°; [skip ]’
fi
od

5.1.4 Herleitung einer abstrakten Semantik

Es stellt sich nun das Problem, dassdie in Anschluss an De nition 5.1.13besdiriebenegenaueste
abstrakte Semartik im allgemeinengar nicht bestimmbar ist. Um dies einzusehenbetrachten wir
folgendesBeispiel: die Galois-Verbindung entspricht dem Liften der Vorzeichen-Redinung, die im
Anschluss an Aufgabe 5.1.7 vorgestellt wurde, auf State = fx;y;z;ng! Z.

Wir betrachten das Paar

hf [n>2 ~ x"+y"=2z"] then [n:=1]! else [n:=-1]12 fi ;f[n;x;y;z 7! +]gi:

Zu entscheiden, ob bei der abstrakten Semariik n auf + oder gesetztwird, meusste man wissen,
ob eseine Belegungder Variablen mit naterlichen Zahlen geben kann, sodassdie Bedingung wahr
ist. Nachdem der letzte Satz von Fermat inzwischen bewiesenwurde, wissenwir, dasses solcde
Zahlen nicht geben kann, wir kennen aber kaum erwarten, dassdie abstrakte Semariik dies bei
dieserund ahnlichen Bedingungenauch entscheiden kann.

Man kann sogar zeigen, dass es im allgemeinen unentscheidbar ist, ob ein (nicht-lineares)
Gleichungssystemeber den ganzenZahlen (man sagt dazu auch diophantische Gleichungen) eine
Lesungbesitzt.

Wie wir also sehenkennen, ist die Berechnung der genauestenabstrakte Semarik im allge-
meinenunmeglich, man kann jedoch relativ einfach eine ungenauereabstrakte Semariik herleiten.
Wir besdiranken uns auf den speziellen Fall, in dem die Galois-Abstraktion durch Liften einer
Extraktionsfunktion entstanden ist, esqilt also :Z! Awund :P(State)! P(Var! A)
(sieheDe nition 5.1.8). Wir setzenAbs = P(Var ! A).

Wir erweitern zunachst die Auswertungsfunktionen A und B aus Anhang A auf abstrakte
Werte. Wir werden im folgenden die Funktionen A gsr @ AEXP (Var ' A) ! P(A) und
Babstr : BEXp (Var ' A) ! f0;1;1=2g, wobei 0, 1, 1=2 Wahrheitswerte einer dreiwertigen
Logik sind (sieheweiter unten).
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Wir nehmenan, dasseszu jeder (n-stelligen) arithmetischen Operation op: Z" ! Z einesichere
Approximation op* : P(A)" | P(A) gibt, diesekann in vielen Fallen einfach folgenderma en
de niert werden,wobei A1;::: ;AL AL

op (Aq;:ii;AN) = (op(zi;::5z0))jz 2 YHA)g:

Dies st ahnlich zu De nition 5.1.9.Allerdings ist obige De nition insofern versdieden, als wir
bei De nition 5.1.9 direkt auf den Verbandselemeten operieren, wahrend bei obiger Festlegung
zumindestop: Z" ! Z nicht auf einem Verband operiert.

Um Booleshe Ausdreicke auswerten zu kennen, braucht man noch den Begri der sicheren
Approximation einesPradikats. Wir werten im folgendenPradikate auf einer dreiwertigen Logik
aus, mit den Wahrheitswerten 0 (falsch), 1 (wahr) und 1=2 (unbestimmt). Diesedreiwertige Logik
hat die in Abbildung 5.4 angegelenenWahrheitstafeln.

Ao 1 1= _ |0 1 1= L

00 0 O 00 1 1=2 0| 1
1]0 1 1=2 1|1 1 1 1|0
12 |0 1=2 1=2 1=2 | 1=2 1 1=2 1=2 | 1=2

Abbildung 5.4: Wertetabellen der dreiwertigen Logik

Denition 5.1.16 (Sichere Appro ximation von Pradikaten) SeiP:ZzZ" ! ftrue;falsegein
n-stelligesPradikat und P# : A" I {0; 1;1=2g. Die Funktion P# heisstsichere Approximation von

P(z1;::1520) 2 Val(P¥ ( (z2);::15 (z0)));
wolei 8
< ffalseg fallsb=0
val(b) = = ftrueg fallsb=1

ftrue;falseg falls b= 1=2

Eine Meglichkeit, eine solche sichere Approximation einesPradikats zu de nieren, ist die fol-
gende,wobei a’ 2 A:

8
<0 fur alle z3;:::;z, mit  (z) = & qilt P(zy;:::;2,) = false
P#@%:::;a%) = 1 fur alle z;;:::;z, mit  (z) = & qilt P(z1;:::;2y) = true
1=2 sonst

Seinun 2 (Var ! A). Die Funktionen A sy und Bapsyr Sind induktiv - wie folgt de niert.
Dabei ist x eine Variable, z 2 Z eine ganzeZahl, b, by, b, booleste Ausdrecke und die a; arith-
metische Ausdreicke.

Aastr (X; ) = f (X)g
Aastr (z; ) = f (2)9
Aabstr (Op(ag;::iijan); ) = Op# (Aabstr (@15 )i:i75 Aapstr (@ns )
Babsr (P(a1;::25@0); ) = P* (Aabstr (223 )i05 Aansr (15 )
Babstr (: b ) = B apsr (b; )
Babstr (01 * 127 ) = Babstr (P1; ) ™ Babstr (25 )
Babstr (b1 _ 12, ) = Babstr (b1; ) _ Babstr (25 )

Dabei ist zu beaditen, dassdie logischen Operationen auf der rechten Seite Operationen der
dreiwertigen Logik sind.
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Wir zeigennun noch, dassdie abstrakte Auswertung von Boolesdien und arithmetischen Aus-
drucken auch tatsachlich dem Gedanken der abstrakten Interpretation entspricht.

Satz 5.1.17 Es seia ein arithmetischer Ausdruck. Dann gilt (A(a; )) 2 Aastr (a; ).
Des weiteren sei b ein BoolescherAusdruck. Dann gilt B(b; ) 2 val(Bapstr (b; ).

Beweis: Durch strukturelle Induktion eber den Aufbau von a bzw. b. 2

Ahnlich wie in Anhang A kennen wir nun mit Hilfe folgender Regelndie abstrakte Semarik
von While -Programmen de nieren (siehe Tabelle 5.1). Dabei gilt abs2 Abs .

hx:=a] ;abs =) f [x 7' a%j 2 absa’2 Ausr (a; )g [ass]
hskip ;abs =) abs[skip]

hS;;abs =) hS?; absh rseq]
hS;; Sy;abs =) hSY; S,; absi «

hS;;abs =) abs’ [seq?]
6. S, abs =) 1S, abd o

hf [0 then S; else S, fi ;abd =) hS;;absnf jBapsy (b; ) = Ogi [if1]
hf [0 then S; else S, fi ;abs =) hSy;absnf jBapsy (b; ) = 1gi [if2]
hwhile [0] do S od;abs =) HhS;while [0 do S od;absnf | Bapsy (b; ) = Ogi [whi]
hwhile [b] do S od;abs =) absf | Bapsy (b; ) = 1g [wh2]
Tabelle 5.1: Abstrakte Semariik von While -Programmen

Esist zu beadhten, dasshei bedingten Anweisungendiejenigenabstrakten Werte ertfernt wer-
den, die auf jeden Fall die jeweils andere Verzweigung ausgebst hatten (siehe[if1], [if2], [wh1],
[wh2]).! Aufbauend auf dieser Semarik kann man nun auch die abstrakte next” -Funktion de -
nieren:

De nition 5.1.18 Es gilt:

abs’ falls hS;abs =) hS® absh
) sonst

abd falls hS;abs =) abg’
X sonst

nexts.so(abs) =
next.,(abs) =

Aufgab e 5.1.19 Zeigen Sie an einem Beispiel, dassdie abstrakte Semarik aus Tabelle 5.1 im
allgemeinennicht die genauesteabstrakte Semariik einesWhile -Programmsist.

Theorem 5.1.20 (Korrektheit der abstrakten Semantik) Die in De nition 5.1.18 de nier-
te Familie von next” -Funktion ist eine korrekte abstrakte Semantikim Sinne von De nition 5.1.13.

Beweis: Wir meissennun zeigen,dass
(nexts.so( (aby))) nextg;so(abs)

fur abs2 Abs und alle While -ProgrammeS; S°und S°=#gilt. Da h ; i eine Galois-Verbindung
ist und die Funktion next";;SO monoton ist, folgt dies aus

(nexts;so())  nextg.go( ()

1Ein ahnlicher E ekt ergibt sich bei den sogenanrten Filterfunktionen, die in der Vorlesung \Grundlagen der
Softwarezuverlassigkeit” eingefehrt wurden.
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fur alle State .
Seinun 22 abs’= (nextsso()) 6 ;,d.h., esgibtein 2 mithS; i! HS% G (bzw.
hS; i! O falls S°=#) und esgilt °= O Wir mussennun zeigen,dass °in nextg;so( 0)

enhalten ist und machen dazu eine strukturelle Induktion eber den Aufbau von S. Dabei messen
wir noch eine Fallunterscheidung beziglich S° mit einbeziehen.
Falls S° nicht direkt von S aus erreichbar ist, so gilt nextsso() = ; und daraus folgt
(nexts.so()) = ; (nach De nition dieser speziellen Galois-Verbindung). Daraus folgt trivia-
lerweisedie Inklusion.

Esgilt S= [x:=a] und S°=# In diesemFall gilt °= [x7! A(a; )]. Esgilt 2 abs=
() und mit der De nition der abstrakten Semartik ergibt sich ( x 7 (A(a; )] 2
nextg;so( ()). Dennnach Satz5.1.17qilt (A(a; )) 2 Aapstr (&; ). Und wegen 0=

( x 7! (A(a; ))] erhalten wir °= 02 nextg;so( ).
Esgilt S = skip und S°=# Esgit °= und 2 (). Mit der De nition der
abstrakten Semariik folgt °= 0= 2 nextz;so( 0.

Esgilt S = S:;S;, und S° = S?;'S,. Nach Induktionsvoraussetzungwissen wir bereits,
dass (nexts,:ss()) next#s‘l;sg( ()). Und wegennexts, s,:s9;s,() = nexts,;so() und
nextgl;sz;sg;sz( () = nextgl;sg( ()) folgt dann (nexts.so()) nexté.so( ()) und
damit auch °2 nextg;so( 0.

Esqgilt S = S;;S, und S° = S,. Nach Induktionsvoraussetzungwissen wir bereits, dass

(nexts,.#()) next’;l;#( (). Und wegen nexts,.s,.s,() = nexts;.#() und
nexts .s,.s,( () = next¢ .,( () folgt dann (nextsso()) nextg.so( ()) und da-
mit auch ©°2 neth;So( 0.

Esgilt S=if [b then S; else S, fi undS°= S;.Esgilt °= und 2 abs= ().
Aufgrund des WUbergangsnach S; wissenwir, dassB(b; ) = true gilt. Daraus folgt mit
Satz 5.1.17,dasstrue 2 val(Bapstr (b; )) und damit Bgpstr (b; ) 6 0. Damit gehert

nicht zu den abstrakten Belegungen,die durch die Reduktionsregel aus abs entfernt
werdenund esgilt damit °= 0= 2 nextg;so( 0.

Esgilt S=if [0 then S; else S, fi und S°= S,. Diesist analogzum vorherigen Fall.

Esgilt S= while [0 do S odund S°= S;while [b] do S od. Auerdem ist °= und
2 abs= (). Aufgrund der Form des®bergangswissenwir, dassB(b; ) = true gilt.

Daraus folgt mit Satz 5.1.17,dasstrue 2 val(Bapst (b; )). Damit gehert nicht zu
den abstrakten Belegungen,die durch die Reduktionsregel aus abs entfernt werden und es
gilt damit °= 0= 2 nextg.so( ().
Esgilt S= while [b] do S odund S°=#. Auerdem ist °= und 2 abs= ().
Aufgrund der Form des Ubergangswissenwir, dassB(b; ) = false gilt. Daraus folgt mit
Satz 5.1.17, dassfalse 2 val(Bapstr )(b; ). Damit gehort nicht zu den abstrakten
Belegungen,die durcp die Reduktionsregel aus abs ertfernt werden und esgilt damit © =
0= 2 nextg.go( ().
2

5.1.5 Anwendung: Verik ation von 16-Bit-Multiplik  ation

Wir wendendie oben vorgestellten Techniken an, um ein Programm zu veri zieren, das zwei 16-
Bit-Zahlen miteinander multipliziert. DiesesBeispiel wird in [CGP00, CGL99] behandelt. Wir
werden die oben vorgestellten Abstraktionen geringfugig verallgemeiner,indem nun u.a. auch 16-
Bit-Zahlen als Datentypen erlaubt sind.
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FolgendeOperationen werdenin dem Multiplik ationsprogramm verwendet: falls z eine n-Bit-
Zahl darstellt und m  n gilt, sobesdreibt (z:zm) eine m-Bit-Zahl, die dadurch entstanden ist,
dassfehrende Nullen zu x hinzugefugt wurden. Falls x und y Variable sind, die fer m- bzw. n-Bit-
Zahlen stehenund z einem + n-Bit-Zahl ist, sobezeitinet die Zuweisung(x,y):= z das Splitten
von z in die ersten (hechstwertigen) m Bits und die restlichen (niedrigstwertigen) n Bits und die
Zuweisung der jeweiligen Werte an x und y. Mit Ish(z) meint man das niedrigstwertige Bit von
z (least signi cant bit). Mit z>>1 bzw. z<<1 bezeihinet man einen Shift um ein Bit nach rechts
bzw. links.

Der Rest desProgramms sollte selbsterklarend sein, f1 und f2 bezeitinen die miteinander zu
multiplizierenden Faktoren, out ist das 16-Bit-Ergebnis und overflow bezeidinet das Over ow-
Bit.

Programm 5.1.21 (Multiplik ation)
[out := 0]%;
[overflow := 0]%;
while [(f1 60) ~ (overflow=0) ]°® do
if [Isb(fl)=1 J*
then [(overflow,out) = (out:17) + f271°
else [skip 1°
fi;
[fl = f1 >>1];
if [(fL 680) ~ (overflow=0) ]®
then [(overflow,f2)  := (f2:17)<<1 J°
else [skip ]%°
fi
od

In [CGL99] wurde diesesProgramm auf abstrakten Werten interpretiert, wobei der zweite
Faktor f2 und die Ausgabe out modulo einer festenZahl n genommenwurde. Das Flag overflow
hat nur ein Bit und muss daher nicht abstrahiert werden und der erste Faktor f1 kontrolliert
die gesante Multiplik ation, so dasses bei einer Abstraktion dieser Variable zu sehr ungenauen
Ergebnissenkommen weirde. Die Variable f1 wird daher in diesem Fall nicht abstrahiert. Wir
kennzeitinen Binarzahlen durch ein nachgestelltesh.

Wir sehenunsanwasfur denFall f1 = 101b(= 5), f2 = 1001010b(= 74) und n = 5 passiert.
Esqilt 74 4 (mod 5) und out und overflow sind zu Beginn unde niert, wir beginnendaher mit
demabstrakten Wert abs= f[f1 7! 101b;f2 7! 4;0ut 7! m;overflow 7! bjm 2 f0;1;2;3;4g9;b2
f0; 1gg. Der Beginn des Ablaufs wird in Abbildung 5.5) dargestellt. Die Variable overflow wird
dort mit of abgelerzt.

Da die beiden Variablen f2 und out modulo 5 abstrahiert wurden, kann bei einer Addition
prinzipiell immer ein Ubertrag auftreten. Dies muss bei der abstrakten Semartik berecksichtigt
werden. Au erdem erntspricht der Shift nach links einer Multiplik ation mit 2, was bei der Zahl 4
modulo fenf geredinet den Wert 3 ergibt.

Man beadte, dassman bei Auftreten einesOver o ws denWert von out durchausnoch genauer
als in Abbildung 5.5 angegelen, bestimmen kann. Sein der abstrakte Wert von f2 und m der
abstrakte Wert von out (jeweils modulo 5), soergibt sich bei Auftreten einesOver owsin Block 5
fur den abstrakten Wert vonout: (m+ n 2) mod5= (m+ n 2) mod 5. Das durch den
Over ow aufgetretene17-te Bit wird dabei entfernt.

Das Programm wurde fer alle Eingaben f1 und fur Modulo-Rechnung mit n = 5;7;9;11; 32
getestet und das Resultat war entweder ein gesetztesoverflow -Flag oder das Multiplik ationser-
gebniswar korrekt modulo n. Au erdem ist in diesemFall die Menge der abstrakten Werte fur
out jeweils einelemertig. Mit dem chinesistien Restsatz kann man sehen,dassdamit das gesante
Programm korrekt ist.
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hout := 0]';.. ;absi

hlof := 0]%;... ;f[fL 7! 101b;f2 7! 4;0ut 7! O;of 7! b]j b2 f0; 1ggi

hwhile ... ;f[fl 7! 101b;f2 7! 4;o0ut 7! 0;of 7! Ogi

hif [Isb(fl)=1 1* .. ;f[fl 7! 101b;f2 7! 4;out 7! 0;of 7! O]gi

hl(of,out)  := (out:17) + f2;... 1%;f[fl 7! 101b;f2 7! 4;out 7! O;of 7! O]gi

h[fl = f1 >> 1]7;... ;f[f1 7! 101b;f2 7! 4;0ut 7! 4;0f 7! Olg
[ f[fL 7! 101b;f2 7! 4;0ut 7! m; of 7! 1]jm 2 f0;:::;4ggi

hif [... 1® ... ;f[flL 7! 10b;f2 7! 4;0ut 7! 4;0f 7! O]y
[ f[f1 7! 10b;f2 7! 4;0ut 7! m; of 7! 1] j m 2 f 0; A4

= (for 9. . . . . ; hskip ]';
h(of,f2) = (f2:17)<<1 1°; ... ;f[fl 7! 10b;f2 7! 4;0ut 7! 4;of 7! O]gi ffL 7! 10b;f

hwhile ... ;f[f1 7! 10b;f2 7! 3;out 7! 4;0of 7! O]g hwhile

2 7! 4;0ut 7!

INTERPRET ATION

f[fl 7! 10b;f2 7! 4;0ut 7! m; of 7! 1]jm 2 f0;:::; 499

Abbildung 5.5: Ubergange desabstrakten Multiplik ations-Programms
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auerdemm=m; my und seienzy;:::;z¢ 2 Z.
Dann gibt esein eindeutigesz 2 Z, so dassgilt

0 z<m wund z z (modm;)furallej2fl;:::;ko:

Hier entspricht z dem Ergebnis out und die z; entsprechen den Modulo-Ergebnissenfer out
in der abstrakten Semarik, wobei wir ein festesfl und einen festen abstrakten Wert fer 2
annehmen.Au erdem gilt m; = 5, my, = 7, m3 = 9, my = 11 und ms = 32. Demnad gibt esein
eindeutigesout modulom =5 7 9 11 32= 110880,sodassout z; (mod m); gilt. Weil aber
m > 216 gilt und au erdem die abstrakte Semartik korrekt ist, kann diesesout nur das korrekte
Multiplik ationsergebnissein. Daraus folgt fer die Korrektheit des Programms: entweder ist bei
Terminierung das overflow -Flag gesetzt,oder die Multiplik ation war korrekt.

Das vollstandige Austesten des Programms ist bei 16-Bit-Zahlen zwar grundsatzlich meglich,
war aber hier viel zu aufwendig. In diesemFall messteman 216 216 = 232 = 4: 29 10° Meglichkeiten
durchtesten, bei der Veri k ation mit Hilfe abstrakter Interpretation sind es\nur" 216 (5+ 7+ 9+
11+ 32) = 4:194304= 4;19 10°.

5.2 Polyeder-Analyse

Wir betrachten nun die Approximation von Variablenbelegungendurch Polyeder|auf Englisch
polyhedral analysisjwie siein Beispiel 5.1.4 schon kurz angerisserwurde. Dieser Abschnitt steitzt
sich vor allem auf [HPR97, CH78].

5.2.1 Abstrakte Interpretation und Fixpunkte

Zunacdhst stellen wir fest, dasswir, da es unendlich viele Polyeder gibt, die Tedniken aus Ab-
schnitt 5.1.2nicht unmittelbar mbernehmenkennen.Insbesonderdst esnicht meglich, dasabstrak-
te Transitionssystemzu betrachten, da diesesbereits unendlich viele Zustande besitzt. Daher sind
wir im folgenden| ahnlich wie bei der Daten ussanalyse|n ur daran interessiert, die Variablenwer-
te an einem bestimmten Punkt im Programm zu abstrahieren. Analog zur zur Daten ussanalyse
lesenwir auch hier wieder ein Gleichungssystem.

Diese alternativ e Sicht der abstrakten Interpretation hat erst einmal nichts mit Polyedern zu
tun. Sie ist eigertlich sogar die klassishie Sicht, wie sie in dem ersten Artik el uber abstrakte
Interpretation [CC77] besdrieben wurde.

Wir betrachten eine abstrakten Ubergangsfunktionen nextg;So wie sie in Abschnitt 5.1.2 ein-
gefhrt wurden. Seiau erdem S das zu analysierendeProgrammsteick und der abstrakte Wert
fur den initialen Block. Dann sind wir, wie in der Daten ussanalyse, an der Lesung folgenden
Gleichungssystemsinteressiert:

absg fnextgo;s(absgo) j SCist unmittelbarer Vorgangervon Sgt

absgoo fnextgo;soo(absso) j SCist unmittelbarer Vorgangervon S%y; falls S%%6 S

Da ein Programm S nur endlich viele (mittelbare) Nachfolger hat, reicht esaus, einenendlichen
Aussdnitt diesesGleichungssystemzu betrachten. Da ein solcher Nachfolger S° eindeutig durch
init (S9 bestimmt ist, bezeitinen wir die (kleinste) Lesung einessolden Gleichungssystemauch
manchmal mit (abs‘)\ZLab (S)-

Wie ein solthesGleichungssystemmit Hilfe von Fixpunktiteration gelost werdenkann, wird in
Anhang B besdtrieben.

Man kann leicht zeigen, dass es folgenden Zusammenhangzwischen dem abstrakten Transi-
tionssystem und der Lesung des Gleichungssystemsgibt: Falls hS; i =) hS%abs gilt, so folgt
absv absso. Die umgekehrte Bezietung gilt jedoch nicht notwendigerweise.

Eine solthe abstrakte Semariik einesProgramms nennt man auch Abstract Collecting Seman-
tics, weil die abstrakten Werte an jeder Programmstelle \zusammengesammelt"werden.
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5.2.2 Darstellungen von Polyedern

Wir wollen, analog zu Beispiel 5.1.4, die Menge aller meglichen Variablenbelegungenan einem
bestimmten Programmpunkt durch konvexe Polyederim R" abstrahieren. Diese Polyeder meissen
jedoch endlich dargestellt werden.Dazu gibt esim wesetlic hendie folgendenbeidenM eglichkeiten.

Ungleic hungen: Sei A einem n-Matrix und D2 R™. Die Elemerte des PolyedersP seien
dann alle Punkte x 2 R", die die Ungleichung

Ax D

erfullen.

zugelorige Polyeder P aus folgender Punktmenge:
Xk X . X
P=f v+ il iy 0 i = 1g
i=1 j:]_ i=1

Beispiel 5.2.1 Das unten abgebildete Polyeder kann savohl als System von Ungleichungen, als
aucdh als Mengevon Punkten und Strahlen dargestellt werden.

X2

4+

V1

1 2 3 4 5

Im zweiten Fall ist das Polyeder gegelen durch V = fw;%,;¥3g und R = f#q; g mit

1. 2 . . _ 4. 0 . 1

V1:3,V2:2,

1 27

Alternativ kann man alle Punkte desPolyedersdurch folgendesGleichungssystemcharakterisieren
(die Gleichungen ertsprechend den begrenzenderLinien von links nach rechts):

X1 1
2X1 + Xp 5
X2 1
X1 Xz 3

In Matrix-Schreibweise sieit diesesGleichungssystemdann folgenderma en aus (die letzte Glei-
chung wurde durch Multiplik ation mit 1 \umgedreht"):

1 0
0

b2 i, BiE

11 3

S =
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Wie man an diesemBeispiel erkennen kann, meissendie von uns betrachteten Polyeder nicht
notwendigerweise besdirankt sein, sie kennen sich vielmehr in bestimmten Richtungen bis ins
Unendliche erstreden.

Im folgendenBeispielmachenwir unsklar, warum die Punkte- und Strahlendarstellungtatsachlich
eine verneinftige Charakterisierung von Polyedernist.

Beispiel 5.2.2 Angenommen es ist, wie unten dargestellt, ein Dreied als PunktemengeV =
fvy; v ¥3g gegelen. Wir untersuchen,ob die MengeP = f 1w+ 2w+ 3v3j i 0 1+ o+ 3=
1g tatsachlich genaudie Punkte im Inneren desDreiedks erth alt.

Seizunacst p ein Punkt im Inneren desDreieds (siehe Abbildung rechts unten). Wir suchen
Indizes 1; »2; 3, die unsgenaudiesenPunkt liefern. Dazu bestimmenwir die Verbindungsgerade
zwischen v, und p und bezeidhinen den Scnittpunkt mit der Geradenw,v; als . Da ¢ auf dieser

Geradenzwisthen v, und 3 liegt, gibt eseinenindex mit O 1,sodassg = ¥+ (¥3 W) =
(1 )w+ w3. Der Punkt p liegt nun wiederum auf der Stredke ¥, 6, esgibt daher ein 0 1
mitp=w+ (¢ v1)=(1 )Iwm+ (1 )I¥o+ w3 Undauerdemgilt(l )+ (1 )+ =1
X2 Y2
o
Y1 V1
V3 V3

Nun zur anderenRichtung: Gegelenseiein Vektor p= ¥+ ¥+ g¥gmit 1+ o+ 3=1
und wir zeigen,dassdieserim Inneren desDreiecks liegt. Esqilt p= w1+ ( 2+ 3)(—2—w +

2t 3
= 3\7‘3). Wir setzeng = Yo+ — w3 Da die Summeder Koe zien ten gleich 1 ist, liegt
g auf der Strecke w,v3. Des weiteren gilt p= v + ( 2 + 3)& und wiederum ist die Summe
der Koe zien ten gleich 1. Demnad liegt p auf der Strecke, die ¥; und ¢ verbindet und damit im

Dreick.

Esgibt Verfahren, mit Hilfe derer man die beidenPolyederdarstellungenineinander umwandeln
kann. Wir werden dieseVerfahren nicht im allgemeinenangeken, aber an dem speziellenFall des
Dreiedks betrachten.

Beispiel 5.2.3 Wir betrachten wieder dasDreieck aus Beispiel 5.2.2,dasdurch die Punktemenge
V = fw;¥; v3g gegelenist, und wandeln dieseDarstellung in ein Systemvon Ungleichungenum.
Wir betrachten die Vektorens; = ¥ %, S, = ¥ ¥3, S3 = ¥3 ¥, die die Seiten desDreiedks
besdireiben und die dazugelorigen Normalenvektorenq; f,; 3, die ins Innere desDreiedks zeigen
(siehelinke Abbildung unten).

Wir betrachten im folgenden einen bestimmten Vektor ¥, der einen Eckpunkt des Dreiedks
bestimmt, einen Seitervektor s und den dazugetorigen Normalenvektor 1 (sieherechte Abbildung
unten). Wir wollen nun fur einen bestimmten Punkt p bestimmen, auf welcher Seite der durch
v+ sbesdriebenenGeradeer liegt. Dazu bestimmenwir die Di erenz p ¥ und wollen feststellen,
ob dieserVektor um mehrals90 vonf abweicht. Dazu bestimmt man das Skalarprodukt (p ¥) f.
Wegena D= jaj jij cos , wobei der Winkel zwischen den Vektorenist, gilt (p %) n > Ofalls
p auf der Seiten der Geradenliegt, die durch den Normalenvektor angezeigtwird, (p ¥) A< 0,
falls p auf der anderen Seite liegt, und (p w) n = 0, falls p auf der Geradenliegt. Daraus lasst
sich dann einfach ein Systemvon Ungleichungen besdireiben.
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V2

X
S 2 5

A1

V1

S1

3

0 X1

Jetzt die andere Richtung: Falls ein System von Ungleichungen der Form a;X; + axxo b
gegelen ist, so kann man dieseals Geradengleitiungen der Form a;x; + axX, = b au assen und
durch einfachesLeoseneinesGleichungssystemdie Eckpunkte des Dreiecks bestimmen.

5.2.3 Operationen auf Polyedern

Fer die folgendenAnalysen benetigen wir bestimmte Operationen auf Polyedern. Weil eszu jedem
Operator eine Polyederdarstellung gibt, auf der er am geinstigsten ausgetihrt werden kann, kann
esnotwendig sein, vorher eine Umwandlung der Darstellung vorzunehmen.

Schnitt/inm  um: DasInm um P u Q zweier konvexer Polyeder P; Q beziglich der Ordnung
entspricht dem Schnitt P\ Q beider Polyeder, denn dieser ist wiederum konvex (siehe
Abbildung 5.6).

Die Menge der Ungleichungen, die P u Q besdreibt, kann durch Vereinigung der Unglei-
chungenfur P und Q gewonnenwerden.

—

=N\

Pt Q

Abbildung 5.6: Schnitt und konvexe Hellle von Polyedern

Kon vexe Heulle/Suprem um: Das Supremum P u Q zweier konver Polyeder P; Q beziglich
ist im allgemeinennicht die Vereinigung, da bei dieser normalerweise keine konvexe Figur
entsteht. Das kleinste konvexe Polyeder, das sovohl P als auch Q erthalt, ist die konvexe
Helle von P [ Q (siehe Abbildung 5.6).

Falls P durch die Punkte- und StrahlenmengenVp und Rp gegelen ist, und Vo, Rq die
Mengenfur Q sind, so bestireiben die MengenVe [ Vo und Rp [ Rq die erntsprechenden
Mengenfur Pt Q. Allerdings ist dieseDarstellung normalerweisenicht minimal. Durch einen
Algorithm us, der die konvexeHellle einer Punktmenge beredinet, kann beispielsveiseVp [ Vg
minimiert werden. Die Laufzeit dessogenanten Gift-W rapping-Algorithm us ist O(nb%“l)
bei d Dimensionen.Im zwei- und dreidimensionalenFall gibt ese zien tere Algorithmen.

Lineare Transformation: Gegelenseieinelineare Abbildung f : R" ! R" durchf (p) = Ap+T,
wobei A einen n-Matrix und B ein Vektor ist. Das Bild von P unter f (gesdirieben: f (P))
ist fAx+Djx2 Pg.
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Die Darstellung von P durch eine Punktmenge V und eine StrahlenmengeR wird durch eine
lineare Transformation wie folgt zu V°und P verandert:

Vo= fAv+Dbj¥2Vg RO=fArjr2Rg

P P
Denn fur ein % 2 P qilt: x = ikzl i+ jmzl ifj, falls V. = fw;:ii;wmgund R =

ff1;:::; Fmg. Daraus folgt
X xo Xk xXn Xk
f(¢) = iAv; + i A + b= iAvi + i Af + ib
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Xn
= i(Av; + D) + j AR
i=1 j:]_

Lehrheitstest:  Ein konvexesPolyeder P ist leer genaudann, wenn seinePunktmenge V leer ist.
(In diesemFall gibt esauch keine Koe zien ten , die sich zu 1 aufsummieren.)

Inklusion:  Um festzustellen,ob ein P Q fur zwei Polyeder P; Q gilt, stellen wir P durch eine
Menge von Punkten V und eine Menge von Strahlen R dar. Das zweite Polyeder Q wird
durch ein Ungleichungssystemder Form Ax D besdirieben. Dann gilt P Q genaudann,
wenn entweder P leerist oder Av D fur jedesv 2 V und A+ O fur jedest2 R.

Gleichheit von Polyedernwird durch wedselseitigelnklusion eberpreift.

Aufgab e 5.2.4 ZeigenSie, dassder oben angegelene Inklusionstest korrekt ist.

Bei Multiplik ationsoperationen auf den Variablen einesProgramms wandelt man im allgemei-
nen ein konvexes Polyeder in eine geometrishie Figur um, die kein Polyeder mehr ist. In der
Abbildung unten wird beispielsweisedas Dreied links durch die Zuweisung x:=x*y in die graue
Flache rechts verwandelt, die nach oben durch die Parabel x = y y begrenzt wird. Naterlich
kennte man solche Flachen auch wieder durch Polyeder approximieren, aber wir wahlen lieber die
einfache Lesungund betrachten im folgendennur Programme ohne Multiplik ationsoperationen.

y y
1+ 1+
0 0 |
0 1 X 0 1 X

Mit den oben bestriebenen Operationen ist im wesettlichen klar wie die abstrakte Seman-
tik bei der Polyeder-Abstraktion aussehensollte. Wir betrachten im folgendenin Zuweisungen
nur arithmetische Ausdrecke, die linearen Transformationen entsprechen, und Bedingungen, die
durch Polyederausdrickbar oder zumindest approximierbar sind. Fer eine Zuweisungx:=a seiim
folgendenf .-, die dazugelerige lineare Transformation.

Als Bedingungenlassenwir nur solche zu, die von der Forma x cbzw.a x c fur einen
Vektor & und einenSkalar ¢ sind. Fer eine solthe Bedingung b bezeitcinen wir mit b die Bedingung,
die durch Umdrehen desUngleichheitszeihensertsteht. (Beispiel: Gilt b= (2x; 3xy, 1), soist
b= (2x; 3x2 1).) Man beadte, dassesPunkte gibt, die sowohl b, als auch b erfullen. Mit Py
bezeitinen wir das zu b gehorende konvexe Polyeder.

Damit erhalten wir die in Tabelle 5.2 angegelene Besdireibung der abstrakten Semartik.
Im allgemeinenbetrachtet man jedoch nicht das abstrakte Transitionssystem, da diesesnor-
malerweiseunendlich gro ist. Mehr Erfolg hat man meist mit der Lesungdesin Abschnitt 5.2.1
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Hx:=a] ;Pi =) fx=a(P) [ass] Hskip ] ;Pi =) P [skip]

hS1;Pi =) hsSd;PY hSy;Pi =) PO
61,5, P 5) 1805, p% PO 55 b ey s, P S92

hf [0 then S; else S, fi ;Pi =) hS;;P uPyi [ifl]
hf [0 then S; else S fi ;Pi=) WSy PuP,i [if2]
twhile [b] do S od;Pi =) hS;while [0 do S od;P u Py [whi]
twhile [0] do S od;Pi =) PuP, [wh2]

Tabelle 5.2: Abstrakte Semariik bei der Polyeder-Abstraktion

bestiriebenenGleichungssystemsdurch Fixpunktiteration. Aber auch hier gibt eskeine Garantie
der Terminierung, da der dazugehorige Verband ganz o ensichtlich nicht die Ascending Chain
Condition erfellt. Die nun folgendenBeispiele sind so gewahlt, dassdie Fixpunktiteration termi-
niert, dies muss aber nicht notwendigerweise der Fall sein. In diesemFall behilft man sich mit
sogenanten Widening-Tedniken [HPR97, CH78, NNH99], bei denendie Supremumsbildung im
Verband uberapproximiert wird. Das heisstman fehrt einenbinaren (Widening-)Op erator r auf
Polyedernein, sodassPt Q v Pr Q gilt und garartiert ist, dassdie Fixpunktiteration bei der
Verwendungvon r anstatt t terminiert. Der bei der Polyeder-Analyseeblicherweiseverwendete
Widening-Operator bestimmt Pr Q aus der Ungleichungs-Darstellung von P, indem alle Unglei-
chungen entfernt werden, die von Q nicht erfullt werden. Wir werden diese De nition jedoch im
weiteren nicht ausfahren oder verwenden.

5.2.4 Beispiel: Geschwindigk eitsregulierung

Wir betrachten folgendesProgramm, dasals vereinfacte Gestwindigkeitsregulierung einesZuges
oder einesanderenFahrzeugsangeseherwerdenkann. Wir nehmenan, dassauf der Zugstrede im
regelma igen Abstand von 50 m Markierungen angebradt sind. Der Zug fahrt mit einer Gesdwin-
digkeit s (gegelenin Metern pro Sekunde),wobei 48 s 52. Sobalder auf die erste Markierung
trit, wird das Programm gestartet Nach jeder Sekundewird dann mberpruft, wie weit der Zug
von der nachsten Markierung entfernt ist. Diese Distanz bezeihen wir mit d, sie kann entwe-
der positiv oder negativ sein. Anschlie end wird in Abhangigkeit von s und d eberpruft, ob der
Zug zu langsam oder zu schnell ist. In diesenFallen wird s entweder um 1 inkrementiert oder
dekremeriiert.

Programm 5.2.5 (Zugsteuer ung)
[d:=0]%;
while [true ]2 do
[d:=d+s-50]3;
it [d 4°
then if [6*s+d  300°
then [s:=s-11°
else [skip ]’
fi
else [skip |8
fi;
it [d -4]°
then if [6*s+d  300]°
then [s:=s+1]%!
else [skip ]*?
fi
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else [skip ]*3
fi;
od

Bemerkung: Dadurch, dassinsbesonderes diskret erheht bzw. erniedrigt wird, ist dieseZug-
steuerung naterlich ziemlich unrealistisch. Mit Hilfe von Di eren tialgleichungen lassensich reali-
stischere Zugsteuerungenbesdireiben, die dann auch mit Hilfe von Polyeder-Analyse behandelt
werden kennen.

Wir wollen eberprefen, in welchen Grenzensich die Gesdwindigkeit desZugesbewegenkann
und wie weit er maximal von einer Markierung entfernt sein kann.

Dazu beredhnenwir Approximationen der Variablenbelegung,indem wir dasin Abschnitt 5.2.1
besdiriebeneGleichungssystemdurch Fixpunktiteration lesen.In Abbildung 5.7 werdendie ersten
vier Sdhritte dieser Fixpunktiteration dargestellt. Angegelen ist jeweils das Analyseergebnisam
Eingang zu Block 2. Man beginntlin  der ersten Abbildung|mit  einem Polyeder, das die Aus-
gangssituationbesdireibt, in derd= 0und 48 s 52gilt, d.h., dasPolyederist zu einer Strecke
degeniert. Die im Programm vorkommenden Bedingungen werden durch gestrichelte Linien an-
gedeutet. Durch die Zuweisungin Block 3 wird diese Strecke dann transformiert und gedreh,
von den Bedingungenist noch keine erfullt. Das Supremum der beiden Stredken ist das in der
Abbildung rechts oben dargestellte hellgraue Polygon. Dieseshellgraue Polygon ndet sich als
schwarzesunten liegendesPolygon in der Abbildung links unten wieder. Das mittelgraue Polygon
ist durch die Transformation in Block 3 entstanden. Man beadte, dasseszwei Punkte (dargestellt
als schwarzeKreise) gibt, die die Bedingungenin Block 4 und 5 bzw. Block 9 und 10erfullen. Diese
werden durch die die Dekremertierung bzw. Inkrementierung s verscioben. Nach diesem/terati-
onssairritt erhalt man das au ere hellgraue Polygon. Ahnlich verlauft der vierte Iterationsschritt
in der Abbildung rechts unten. Allerdings sind die durch die Dekremertierung/Inkremen tierung
versobenen Polygone diesmal etwas gre er.

Die Fixpunktiteration geht in Abbildung 5.8 weiter. Wieder bezeidinet das schwarze Polygon
das Polygon, das im vorherigen Sdritt entstanden ist, die mittelgrauen Polygone sind durch die
Operationen in diesem Sdritt entstanden und das hellgraue Polygon besdireibt das Suprenmum
(die konvexeHellle) aller dieserPolygone. Man beadite, dassab dem Sdhritt rechts oben in Abbil-
dung 5.8, den kleinen mittelgrauen Polygonen eine Spitze fehlt. Das ist durch die Bedingungenin
Block 5 bzw. Block 10 verursadit. Nach dem achten Schritt ist dann ein Fixpunkt erreicht.

Wir sehenuns den Fixpunkt noch einmal genaueran und fehren|et was ausfuhrlicher|eine
weitere Iteration durch (siehe Abbildung 5.9). Das erste Polygon erntspricht dabei dem gefundenen
Fixpunkt. Nach der Transformation in Block 3 enthalten wir das zweite Polygon. Das dritte
Polygon ergibt sich durch den Schnitt mit der Bedingungd 4 in Block 4. Durch Schnitt mit der
Bedingung in Block 5 ergibt sich dann das nachste Polygon (man beadite auch die gestrichtelten
Linien, die die Bedingungenveransdaulichen). Dieseswird um eine Einheit nach links versdoben
(Dekremertierung von s). Falls die Bedingung in Block 5 nicht erfullt ist, so erhalt man am
Ausgangzu Block 7 (erste skip -Anweisung) daskleine dreiedige Polygon in Abbildung 5.9 (mitte
rechts). Wurden beide Bedingungen nicht erfullt, so erhalt man das Polygon links unten. Das
Suprermum der Polygonean den Ausgangender Blecke 6, 7 und 8, ergibt dasPolygon rechts unten.
Zumindest die obere Halfte diesesPolygons entspricht dem Fixpunkt. Fehrt man jetzt noch die
entsprechenden Transformation ab Block 9 durch, so erhalt man wieder genauden Fixpunkt.

Aufgab e 5.2.6 Fehren Sie eine Polyeder-Analyse fur folgende neue Zugsteuerung durch. Wir
nehmenwieder an, dassdie Gesdwindigkeit s desZugeszu Anfang zwischen 48 und 52 liegt.

[d:=0]*;

while [true ]> do
[d:=d+s-50 ]3;
[s:=s-0.5%(s-50) ]*

od
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6s+ d= 300 6s+ d = 300
| d .
6+ 6+
N d=4 4 ﬂ ------------------- d=
B RN d= 4 B S d=
6+ 6|
48 49 50 51 52 s 48 49 50 51 52 s

6s+ d= 300 6s+ d= 300

d \ d N

I I I PN

48 49 50 51 52 s 48 49 50 51 52 s
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Abbildung 5.7: Die ersten vier Sdrritte der Fixpunktiteration (angegelen ist jeweils abs,, der
abstrakte Wert am Eingang zu Block 2)
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Abbildung 5.8: Die nachsten vier Sdritte der Fixpunktiteration (angegelen ist jeweils abs,, der
abstrakte Wert am Eingang zu Block 2)
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Abbildung 5.9: Eine Iteration auf dem gefundenenFixpunkt
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5.25 StInG - Stanford Invariant Generator

Eine soldhe Polyederanalyselat sich automatisch mit StinG, dem Stanford Invariant Generator
(siehe http://www.stanford.edu/~  srirams/Software/sting.html ), durchfehren. Dieser akzep-
tiert als Eingabe keine While -Programme, sondern Transitionssystemeauf Zustanden, die Va-
riablenbelegungenentsprechen. Ubergange zwischen Zustanden kennendurch lineare Gleichungen
oder Ungleichungen besdirieben werden. Ein While -Programm, das die oben gemaditen Ein-
schrankungen erfullt, kann sehrleicht in ein solches Transitionssystem ebersetzt werden.

Als zusatzliche Angabe benetigt StinG die Anzahl der Sdiritte, in denen Fixpunktiteration
ohneWidening durchgefhrt wird. Falls nach diesenSdritten noch kein Fixpunkt erreicht wurde,
so wird Widening eingesetzt,damit die Fixpunktiteration terminiert. Wenn man die Anzahl der
Sdhritte in unseremBeispielgro gerug wahlt (zehn Sdritte sind ausreidhend), so erhalt man von
StinG unter anderem folgende Ausgabe, die das elberappraximierende Polyeder am Eingang von
Block 2 in Ungleichungsdarstellung besdreibt:

Location:block2

I

-2*s -1*d  + 108 >= 0
-1*s -1*d  + 57 >=0
-1*s +52>=0

-1*s +1*d + 58 >=0
-1*d +7>=0

1*d +7>=0

1*s -1*d -42 >=0
1*s -48 >=0

1*s +1*d -43 >=0
2*s +1*d -92 >=0

1l

Bei einer zu kleinen Anzahl von Scritten erhalt man als Analyseergebniseinfach True, d.h.,
die gesante Ebene.
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Kapitel 6

Typsysteme

6.1 Einleitung

Ein weiteres,hau g eingesetztedMittel zur Analyse von Programmensind Typsysteme,die einem
Programm oder den in einem Programm vorkommenden Variablen einen Typ oder eine Sorte
zuordnen. Die meisten der herkommlichen imperativen Spracen (Java, C, etc.) besitzen relativ
einfache Typsysteme, bei denen der Programmierer jeder Variable einen Typ zuordnen muss,
z.B. x:int oder r: real . Auch Funktionen und Prozeduren werden Typen zugeordnetund der
Compiler uberpreuft, ob dieseTypenalle mbereinstimmenund keiner Variable ein Datum mit einem
falschen Typ zugewiesenwird.

Im folgendenwerdenwir einenProzesslalkel als Beispiel fur Programmierspracen betrachten,
bei deneneskeine eigertlichen Zustande gibt, sonderndas Programm selbstder Zustand ist. Sol-
che Spradhen nennt man deklarativ, ein typisches,aber nicht das einzige Beispiel sind funktionale
Sprachen. Prozesshlkele, wie beispielsweise CCS [Mil80] oder der -Kalkel [Mil99, SWO01], be-
schreiben nebelau ge Systeme,die aus einer Mengevon miteinander kommunizierendenProzessen
bestehen.Soldhe Sprachen haben eine wesettlich interessanere Typtheorie als imperative Spra-
chen. Allerdings haben audh die Typsysteme,mit denenwir unsim folgendenbesdaftigen wollen,
im wesetlic henden Zwed, Laufzeit- und Typfehler zu verhindern. Es gibt jedoch noch komplexere
Typsysteme, mit denenviele andereinteressarie Eigenshaften analysiert werden kennen.

Die Typsysteme,die wir im folgendenbetrachten werden, unterscheiden sich von den ublichen
Typsystem fur imperative Sprachen auf zwei Arten: zunachst einmal sind die Typen wesettlich
komplexer als int oder real . Au erdem messendie Typen nicht vom Programmierer angegelen
werden, sondernkennen nachtr aglich mit Hilfe einesTypinferenz-Algorithmus beretinet werden.
Das madht Typsystemezu einemecten Programmanalyse-\erfahren: man schreibt ein Programm
und ansdlie end kann automatisch bestimmt werden, ob diesemProgramm ein Typ zugeordnet
werden kann und esdaher frei von Laufzeitfehlern ist.

6.2 Mobile Prozesse: Polyadischer -Kalk ul

Wir betrachten den -Kalkel [Mil99, Mil91], den man als wesertlichen Kern einer Programmier-
sprache fur mobile Systeme betrachten kann. Eine auf dem -Kalkel basierendeProgrammier-
sprache ist beispielsveise Pict 1. Wir fuhren zunachst den -Kalkul ein und de nieren dann ein
Typsystem, das sicherstellt, dassin jedem getypten Prozessdas Format einer empfangenenNach-
richt mit dem erwarteten Format eibereinstimmt. D.h., erwartet ein Prozessauf einemKanal p ein
k-Tupel als Nachricht, sowird niemals ein m-Tupel mit k 6 m ankommen. Die Hauptschwierig-
keit bei einem soldhen Typsystemist die Tatsathe, dassdie Inhalte der Nachrichten selbstwieder
Namen von Kanalen sein derfen, auf denenweitere Nachrichten empfangenwerden kennen.

1Siehe auch http://www.cis.upenn.edu/~bcpierce/papers/pict/Html/Pict. ht ml.
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Fur den -Kalkul gibt eseibrigensnoch sehrviel komplexereTypsysteme,mit denendie Analy-
senicht-trivialer Sicherheitseigenshaften, wie z.B. Deadlock-Freiheit [Kob97] und eingestirankter
Zugang zu Resourcen[HROO, KPT96], meglich ist. Fer eine Erweiterung des -Kalkuls, den soge-
nannten Spi-Calculusist auch die Analyse kryptographischer Protokolle mit Hilfe von Typsystemen
untersucht worden [AG97a AG97h].

6.2.1 Syntax und Semantik

Sei N eine Menge von (Kanal-)Namen. Die Syntax des -Kalkeuls istlangelehn t an die Syntax

Dabei bezeidinet 0 eineninaktiven Prozess,die Restriktion ( x)P einen Prozess,bei dem der
Name x nach au en hin versdattet, d.h., unsichtbar gemadt wird, und P1jP, ist die parallele

verhalt. Mit P bezeitinet man sdlie lic h den beliebig oft replizierten ProzessP.

DieserKalk el wird polyadiscdh genanrt, weil im Gegensatzzum monadisden -Kalk el mehrere
Namen auf einmal versdickt werden.

In einem Prozessder Form ( x)P ist der Name x gebundenund in einem Prozessder Form

en Namen des ProzessesP. Gebundene Namen sind nur Platzhalter und kennen umbenanrt
werden, dieser Vorgang wird als -Konversion bezeitnet. Falls zwei ProzesseP;Q durch -
Konversion ineinander eberfuhrt werden kennen, so schreiben wir P Q. Sogilt beispielsveise
( X)(x(y; 2):ytei:0) ( a)(a(b;c):bhci:0).

Um die Semariik des -Kalkels besdireiben zu kennen, benetigt man zunachst den Begri
der strukturellen Kongruenz. Die Relation ist dabei die kleinste Aquivalenzrelation, fur die die
Regelnaus Tabelle 6.1 gelten. Die Relation erlaubt es, Prozessedie miteinander interagieren
wollen, zu Nachbarn zu machen, so dassdann ansdlie end die Reduktionsregelnangevandt wer-
denkennen.Soist beispielsveisedie Parallelkomposition assoziativund 0 ist dasneutrale Elemert
dieser Operation. Des weiteren kann der Verstattungsbereich einer Variable geandert werden.
Au erdem sind Prozesse,die durch -Konversion ineinander eberfehrt werden kennen struktu-
rell kongruert. Wir geben au erdem Regeln an, die aus tatsachlich eine Kongruenz-Relation
machen.

Wir besdtireiben nun die Reduktionsregelndes -Kalk els. Die wichtigste Operation dabei ist ei-

Aufgab e 6.2.1 Bestimmen Sie das Transitionssystem, d.h. alle meglichen Ubergange, der Pro-
zesse

(@) P1=( y)(Xhyi:0jx(z):zhx; yi:0j y(a;b):ahi:0) j x(w):0
(b) P2 = ( x)(!xhyi:0 jIx(z):zhi:0)

Aufgab e 6.2.2 De nieren Sie Prozessemit folgendemVerhalten:

(a) Einen ProzessF (Forwarder), desseneinziger freier Name f ist. Uber f empfangt dieser
Prozesszwei Kanalnamen p; und p,. Der Name, der im nachsten Sdritt mber p; gesaickt
wird, soll von F empfangenund nach p, weitergeleitet werden.
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(C-Com) PijP,  PyjPy  (C-Ass) Pij(PajPs)  (P1jP2)jPs
(C-0) Pj0 P (C-Restrl ) ( x)0 0
(C-Restrz ) ( x)( )P () x)P
(C-Restr3 ) (( X)P1)jP2  ( X)(P1jPy) if x 62n(P5)
(C-Rep) P PjIP

P Q P Q P Qi; P> Qo
P Q (x)P  (x)Q P1jP, Qi1jQ2

P Q P Q P

Xhyq; i yki:P Xhyg i vk iQ X(z1; i zk):Po o x(zaizk):Q P

Tabelle 6.1: Strukturelle Kongruenz

(R-Comm) xhys;::1ywiiP jx(za;:ii5z¢):Q! P jQfyi=zg
P! PO P! PO
(R-Par) PjoT PYO (R-Restr ) (X)P T ( x)P°
Q P;P! POPO QO
Q! Q°

(R-Equ)

Tabelle 6.2: Reduktionsregelndes -Kalkuls
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(b) Ein ProzessF© der sich im wesetlichen wie F verhalt, aber so, dassder \W eiterleitungs-
dienst" nach dem Empfang von p; und p, beliebig lange zur Verfeigung steht.

(c) Ein Sener S, der auf zwei Kanalen e und z lauscht und auf dem Kanal p sendet. Kommt ein
Signal (Nachricht mit leerem Tupel von Namen) auf dem Kanal e an, so erzeugtder Serer
einen vollkommen neuen Kanal und versdickt dessenNamen auf dem Kanal p. Kommt
dagegenein Signal auf dem Kanal z an, so versdickt der Serer den Namen e auf dem
Kanal p.

Wie im Fall von F© sollen dieseDienste beliebig lange bereitstehen.
L esungsv orschlag:
(@) F = f(p1;p2):pa(x):p2hxi:0
(b) FO= f (py;p2):!pr(X):patxi:0
(c) S="!e():( x):(phxi:0) j!z():phei:0

6.2.2 Ein Typsystem fer den -Kalk el

Prozessedes -Kalkels kennen auch sogenanite Laufzeitfehler enthalten. Diesetreten dann auf,
wenn ein Prozessein “-Tupel von Namen auf dem Kanal x erwartet, ein anderer Prozessaber ein
k-Tupel von Namen auf diesemKanal versdickt und au erdem k 6 ° gilt.

Denition  6.2.3 (Laufzeitfehler)  Wir sagen,ein ProzessP enthalt einen Laufzeitfehler, wenn

er strukturell kongruentzuPCist, d.h. P P% und P°einen Unterausdruckder Form xhys;:::;yxi:Q1 j

Ein erster Versuch: Der erste Ansatz, denwir verfolgen,ist folgendeseinfache Typsystem: wir
ordnen jedem Namen x eine Kardinalit at k zu. Dies bedeutet, dassuber den Namen nur k-Tupel
versdickt werden derfen. Eine Typzuweisung hat also die Form x: n, wobei x 2 N und n 2 N.
Die Typumgebung ist wiederum eine Folge von Typzuweisungen.Wir schreiben ~ P, wenn
wir aussagenwollen, dassder ProzessP unter der Typumgebung wohlgetypt ist. Einen eigenen
Typ hat ein Prozessim Gegensatzzu einer Funktion nicht.

Wir versuden eszunachst mit folgendenTypregeln:

0 X:n' P TPy TPy TP
) ( X)P ) Pljpz =
XoKiyrimgriinyeemg P XoKizgimg iz mg T P
iXokKpyrima iy mg C Xhyg; i ykd P iXo kT ox(zy i ze)P

Tabelle 6.3: Typregeln fur den -Kalkul (falsch!)

Obwohl diesesTypsystem auf den ersten Blick ganz vielverspredend aussieh, ist es leider
falsch und verhindert keine Laufzeitfehler. Betrachten wir beispielsweiseden Prozess

P = xhyi:0j y(w):0 ] x(z):zhey; zi:0:

Dieser Prozesskann mit obigen Typsystem getypt werden, wir verwenden einfach die Typum-
gebung = x:1;y:1;,z1:n;zx: n fur ein beliebigesn. Fur den Teilprozessziz,; z,i:0 muss die
Typumgebung ;z: 2 verwendet werden. Man erhalt allerdings

P! vyhz;;2i:0jy(w):0;

und dieser Prozesserthalt einen Laufzeitfehler.
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Ein korrektes Typsystem: Das vorherige Typsystem hatte folgendesProblem: Wir konnten
zwar die Abwesenheitvon Laufzeitfehlern fur den ersten Schritt garartieren, da die Kardinalit aten
aller Namen zusammenpasstenDurch Reduktionssdiritte konnten jedoch wieder Laufzeitfehler
auftauchen. Das liegt daran, dassin der Typumgebung nur Informationen dareber auftauchen,
welche Langedie Tupel haben, die uber einenbestimmten Kanalnamen versdickt werden, jedoch
nicht, welche Kardinalit at die versdickten Kanalnamen haben. Sowusstenwir in obigem Beispiel,
das x die Kardinalit at 1 hat, hatten jedoch keine Aussagedareber, welche Kardinalit at die uber
x verscickten Namen haben sollen. Aus der Sicht des Prozessesxhyi:0 j y(w):0 sollte dieser
Name (namlich y) die Kardinalit &t 1 haben, aus der Sicht des Prozessesx(z):zhe;; z,i:0 sollte
dieser Name (namlich z) jedoch die Kardinalit at 2 haben. Das passt jedoch in diesemFall nicht
zusammen.

Der Typ einesNamenssollte daher ausdreicken, weldche Lange das Tupel haben soll, das uber
diesen Namen versdickt wird und zusatzlich, welche Typen, die in diesem Tupel auftretenden
Namen haben sollen. Die Idee, die man zunachst hat, ist, eine Art Baumstruktur zu verwenden.
dassdas jedoch auch Probleme geben kennte, sieht man an dem Prozessxtxi:0. Der Name x hat
die Kardinalit at 1 und alles,waseber denKanal x versdickt wird, hat wiederdenTyp von x. Diese
Art der Ruckbeziglichkeit weirde zu unendlich gro en Baumenfehren, sodasswir hier als Typen
lieber eine Art von Graph verwenden.In der Literatur werdenfer ahnliche Typsystemeallerdings
auch oft unendlich gro e regulare Baume verwendet, die eine endliche Darstellung haben.

De nition  6.2.4 (Sorten und Typumgebung) SeiS eine Mengevon Sortenundob: S! S
(ob fur object sorts) eine Funktion, die jeder Sorte eine Sequenzvon Sorten zuordnet.

Eine Typumgebung ist eine Folgevon Typzuweisungerder Form x: s, wolei x 2 N und s 2
S. Mit  ;x: s wird die Typumgebundezeichnet,die aus entsteht,in dem man die Typzuweisung
x:s zu hinzufugt. Enthalt  bereits eine Zuweisungder Form x: s% so wird diese durch x: s
ersetzt. Enthalt  eine Zuweisungx: s, so schreibt man auch ( x) = s.

Anschaulich soll beispielsweisedem Namen x in dem Prozessxtxi:0 die Sorte s, zugeordnet
werden, wobei ob(sx) = sx gilt. Und dem Nameny in dem Prozessy(z;; z,):(zzhi:0 j Zzhi:0) soll
die Sorte s, zugeordnetwerden, wobei ob(s;) = s15, und ob(s;) = ob(s;) = " gilt. (Dabei steht "
fur dasleereWort.)

In dem folgendenTypsystem leiten wir Zusicherungender Form ob, ~ P her. Das bedeutet,
der ProzessP ist wohlgetypt unter der Typumgebung und unter der Funktion ob: S! S .

o 0 ob, ;x:s P oby ~ Pg;0ob TPy oby " P
' oby °~ ( x)P oby T P1jP; ob, T IP
ob; P

S5 gy IS o (00) = (v (w)

falls ob( ( X)) = s1:::sk
Tabelle 6.4: Typregeln fur den -Kalkel

Die Typregeln habenfolgendeBedeutung: der inaktiv e Prozessist unter jeder Umgebungwohl-
getypt. Falls ein Name versdattet wird, sowird die entsprechende Typzuweisungaus ertfernt,
denn falls wieder ein Name x auftaucht, sohat diesermit dem verstatteten x nichts zu tun. Bei
Parallelkomposition meissenbeide Prozesseaunter derselben Umgebunggetypt werdenkennen.Des
weiteren andert der Replikationsoperator nichts an dem Typ einesProzessesFalls wir ein Output-

Dabei wird auch uberpreft, ob ob(s) die Langek hat. Eine analoge &berprefung wird beim Ty-
pen einesInput-Pr & xes vorgenommen.Zusatzlich werden dabei die Zuweisungenan die Namen
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Aufgab e 6.2.5 Bestimmen Sie jeweils eine Funktion ob und eine Typumgebung , so dassdie
Prozesseaus Aufgabe 6.2.1 wohlgetypt sind.

Aufgab e 6.2.6 Argumentieren Sie, warum dem Prozess
P = xhyi:0jy(w):0]j x(z):zhey; z,i:0
kein Typ zugewiesenwerden kann.
Ein Typsystem sollte zwei wichtige Eigensdaften haben:

Typin varianz: Man muss zeigen,dasssich der Typ einesProgramms oder einesProzesseshicht
verandert, wenndasProgramm ablauft bzw. wenn der Prozessdurch Reduktionsregelntrans-
formiert wird.

Ab wesenheit von Laufzeitfehlern:  Aus der Tatsadche, dassein Programm oder Prozessgetypt
werden kann, sollte die Abwesenheit bestimmter Laufzeitfehler folgen. Diese Eigensdaft
kann zumeist relativ einfach aus der Typinvarianz abgeleitet werden.

Um diese beiden Eigensthaften zu zeigen, benstigen wir zunachst folgendes Substitutions-
Lemma.

Lemma 6.2.7 (Substitution) Sei P ein Prozessdes -Kalkuls und seienx;y 2 N. Falls gilt
ob ;y:s” Pund ( x)=s, sogilt auchob, ~ Pfx=yg.

Beweis: Durch strukturelle Induktion wber den Aufbau von P. 2

Au erdem kann man zeigen,dassder Typ einesProzessesinter -Konversion erhalten wird.
Bevor wir die Typinvarianz zeigenkennen, benetigen wir noch folgendesLemma.

Lemma 6.2.8 Sei P ein Prozessim -Kalkul mit x 62fn(P). Dann gilt oy ~ P genaudann,
wennob; ;x:s” P fur eine beliebigeSorte s gilt.

Beweis: Durch strukturelle Induktion wuber die Typregeln. 2

Typinvarianz zeigenwir diesmal in zwei Teilen: zunachst zeigenwir die Typinvarianz unter
struktureller Kongruenz und ansdlie end die Typinvarianz unter Reduktion.

Theorem 6.2.9 (T ypin varianz unter struktureller Kongruenz) SeienP;Q zwei -Kalkul-
Prozessemit P Q. Fallsob, ~ P gilt, sogilt auchob, ~ Q.

Beweis: Wir zeigendie Behauptung durch Induktion eber den Aufbau des Beweisbaumes,mit
demP Q gezeigtwurde. Dabei mussauch die Re exivit at, Transitivit at und Symmetrie von
berecksichtigt werden. Dabei sind die meisten Gleichungen sehr einfach zu behandeln. Wir zeigen
nur den Fall (C-Restr3)

(C-Restr3)  Wir nehmenan, esgilt P = (( x)P1) j P> und Q = ( x)(P1 j P2) und x 62fn(P,).

Wegenob, ~ P kann man mit Hilfe der Typregeln schlie en: oy ~ (( x)P1) und °
P>, auerdem ob;, ;x:s "~ P;. Da x in P, nicht vorkommt, schliet man mit Hilfe von
Lemma 6.2.8, dassob;, ;x:s = P,. Dann folgt mit Hilfe der Typregel fur die parallele
Komposition, dassob; ;x: s PpjP,. Und mit der Typregel fur die Restriktion folgt dann
oby " ( x)(P1jP2)=Q.
Aufgrund der Symmetrie von  meissenwir nun noch denFall P = ( x)(Pyj P2) und Q =
( X)(P1j P2) mit x 62n(P,) behandeln.Wegenob; ~ P kann man mit Hilfe der Typregeln
schlieen: ob; ;x:s ™ P; j P, und des weiteren ob; ;x:s ~ P; und ob, ;x:s ~ Ps.
Zunadhst folgt mit Hilfe der Typregelfer die Restriktion, dassob; ~ ( x)P; und au erdem
mit Lemma 6.2.8, dassob; ~ P,. Aus der Typregel fur die parallele Komposition, kann
man nun sclie en, dassob;, ~ ( x)(P1jP2) = Q.
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Theorem 6.2.10 (T ypin varianz unter Reduktion) SeienP;Q zwei -Kalkul-Prozessemit P !
Q. Fallsoly * P gilt, sogilt auchob, "~ Q.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung durch Induktion wber die Regeln, die zur Herleitung von
P! Q berutzt wurden.

P gilt ob; ° xhyy;:::;yki:P1 und ob,  ° x(zi;:::;z¢):P2. Des weiteren gilt ob;, ~ P;
und ob( ( X)) = (yi1)::: (yk). Auerdem sindob;, ;z;:s1;:::;2zk: Sk P2 undob(( x)) =
Sy o isk erfullt.

Darausfolgt (vyj) = sj furallel i k und mit dem Substitutions-Lemma (Lemma 6.2.7)

kann man ob; ° P,fyj=zg folgern. Mit Hilfe der Typregel fur die parallele Komposition
ergibt sich dannob;, ~ Py j Pafyi=zg= Q.

(R-Par) Esgit P=P;jP;,Q=P2jP,undP;! P Ausoly ° P;jP,ergibtsichob ° Py
und oy P,. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzungerhalt man dann ob; * P und mit
Hilfe der Typregel fur die parallele Komposition ergibt sich ob; * P{j P, = Q.

(R-Restr) Esgilt P = ( x)R, Q= ( x)R°und R! RC Ausob, " ( x)Rfolgt ob; ;x:s’ R
fur eineSorte s. Mit der Induktionsvoraussetzungergibt sich dannob; ;x: s’ R°und damit
ob  ( x)R°= Q.

(R-Equ) Esgilt P P%Q Q%undP° QO Aus ° P und Theorem6.2.9folgt ~ PC Mit
der Induktionsvoraussetzungergibt sich dann ~ QP Wiederum mit Theorem 6.2.9 erhalt
man =~ Q.

2

Waswir noch nicht gezeigthaben, ist die Tatsache, dassein getypter ProzessP auch tatsacdlich
keine Laufzeitfehler enthalten kann. Aufgrund von Theorem 6.2.10gilt die noch starkere Aussage,
dassauch kein Nachfolger von P jemals einen Laufzeitfehler ernth alt.

Satz 6.2.11 (Keine Laufzeitfehler) Esgelteob;, ~ P und P! Q. Dann enthalt Q keinen
Laufzeitfehler.

Beweis: Wir zeigenzunacdst, dassein ProzessP, der getypt werden kann, keinen Laufzeitfehler
erthalten kann. Der Rest der Behauptung folgt dann unmittelbar aus Theorem 6.2.10.

Es gelte ~ P. Wir fuhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, P erthalte einen
Laufzeitfehler. Nach De nition gilt dann P P%und P enthalt einen Unterausdruck der Form
xhzy;:izeiiQq j X(y1;::i;y):Qo mit k 6 . Nach Theorem 6.2.9 gilt auch ob; ~ P°und

kennen, sagenwir ob; .
Nach den Typregeln gilt dann also ob; TPp omit ob(( x)) = (y1):::( yk) und

ob ;zi:sp;iii;zk:s T Py mit ob(( X)) = s;1:::s (sieheFall (R-Comm) im Beweis zu Theo-
rem 6.2.10).

Daraus folgt aber sowohl job( ( x))j = k, als auch job(( x))j = °, was wegenk 6 ° ein
Widerspruch ist. 2

Fer den -Kalkul gibt esaud einen Algorithm us zur Typinferenz, der zu einen gegelenen
ProzessP den allgemeinstenTyp bestimmt. Auf diesenAlgorithm us kennenwir jedoch aus Zeit-
grenden nicht weiter eingehen.Besdirieben wurde er das erste Mal in [Gay93].
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Anhang A

While -Programme

A.1l Syntax und Semantik von While -Programmen

Um Beweiseuber die Korrektheit der vorgestellten Analyse-Verfahren fehren zu kennen, benetig-
ten wir zu jeder verwendetenSprace und zu jedemverwendetenKalk el eineklar de nierte Syntax
und Semartik. Im folgendenwird die Syntax und Semarik von While -Programmen besdirieben
(siehe[NNH99)).

Arithmetisc he Ausdr ecke Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass alle Variablen nur mit
Integer-Werten belegtsind. Eine Funktion :Var ! Z besdireibt die Belegungder MengeVar der
Programmvariablen. Da eine soldhe Belegunggenauden Zustand einesProgramms wiederspiegelt,
wird die Menge aller solcher Belegungen mit State bezeidinet.

Ein arithmetischer Ausdruck a ist entweder eine Integer-Konstarte z 2 Z, oder eine Variable
X 2 Var oder er bestelt auszwei arithmetischen Ausdreickenay ; az, die durch einenbinaren Opera-
tor op verkneipft werden (a; op ay). Als binare Operatoren stehenalle ublichen Rechenoperationen
zur Verfugung (+,-,*,/ , etc.).

Die Mengealler arithmetischen Ausdreicke wird mit AExp bezeidinet. Eine Funktion A : AExp
State ! Z dient zur Auswertung arithmetischer Ausdreicke. Falls beispielsweise (x) = 2 und

(y) = 1ist, sogilt A(x*3 -y; )=23 ( 1)=7.

Bo olesche Ausdr ecke Ein Boolestier Ausdruck ist entweder der Form (a; = ap), (a1 6 ap)
oder(a; ap), wobeia; und a, arithmetische Ausdreicke sind, oder der Form : by, by b, bzw. by »
by, wobei b; und b, Booleshe Ausdrecke sind. Wir werdenu.U. bei Bedarf auch andereVergleichs-
und Verknepfungsoperatoren verwenden. Auch true und false sind Booleste Ausdreicke.

Die Menge aller Boolesdhien Ausdrecke heisst BExp und wie bei den arithmetischen Aus-
drucken gibt eseine Auswertungsfunktion B: BExp  State ! ftrue;falseg.

Befehle  Wir betrachten folgendenkleinen Befehlssatz.Um die Befehle spater von au en refe-
renzierenzu kennen, was sehrwichtig fer die Analyse ist, wird jeder Befehl mit einer Markierung
* versehen.Diese Markierungen sollten innerhalb einesProgramms alle verscieden sein.

Ein Programm S hat deshalbeine der folgendenFormen:

Zuweisung: [x:=a] fur x 2 Var und a2 AExp .
Skip-An weisung: [skip ]

Bedingte Anweisung: if [b then S; else S, fi , fur b2 BExp und S;;S, sind wiederum
Programme

Schleife: while [b] do S od, fur b2 BExp und S ist wiederum ein Programm

Sequentielle Komp osition: S;; Sy, wobei S;; S, wiederum Programme sind

69



70 ANHANG A. WHILE -PROGRAMME

Operationelle Semantik  Wir verwendeneine sogenante Small-Step-Sematik, bei der jeder
Sdritt einzeln simuliert wird und die dem tatsachlichen Vorgehenbei der Ausfehrung einesPro-
gramms naher kommt. Im Gegensatzdazu wird bei einer Big-Step-Sematik die Semariik einer
Sdhleife durch einenFixpunkt und damit im wesenlichendurch eineneinzigenSdritt besdrieben.

Die Regelnder Semariik sind im wesertlic hen selbsterklarend und werdenin Tabelle A.1 zu-

sammengestellt.Ein Ubergangder Form hS; i ! hS% 9 besdireibt wie ein Paar hS; i bestehend
aus einem Programm S und einem Zustand in ein Restprogramm S° mit Zustand © mbergeft.
Falls das Programm S dabei terminiert, soscreibenwir einfach hS; i! ©
Hx:=a]; i! [x7!'A(a; )] [ass] hskip; i! [skip]
hSy; i! hsd; G
1S 11 s, o ool
I"S]_; il 0
Sy 11ty § 0
hf [0 then S; else S, fi ; i! hSy; i falls B(b; ) = true [ifl]
hf [0 then S; else S, fi; il hSy; i falls B(b; ) = false [if2]
hwhile [ do S od; i! HhS;while [0 do S od; i falls B(b; )= true [whi]
hwhile [b] do S od; i! falls B(b; ) = false [wh2]

Tabelle A.1: Operationelle Semarik von While -Programmen

Aufgab e A.1.1 ScreibenSieein While -Programm, dasdie Fakultatsfunktion berednet. Dabei
soll die Eingabe in der Variable n und die Ausgabe in der Variable f erfolgen. Fehren Sie einige
Sdritte desProgramms aus, fur den Fall, dass (n) = 3.

Initiale und nale Labels und die Flussrelation  Wir de nieren dasinitiale Label init (S)
und die nalen Labels nal (S) einesProgramms S induktiv wie folgt:

init ((x:=a]) =

init ([skip]) =

init (if [b] then S; else S, fi) =
init (while [b] do S od) =

init (S1;Sz) = it (Sy)
nal (x=a]) = f'g
nal ([skip]) = f'g
nal (if [0 then S; else S, fi) = nal (S1)[ nal (Sy)
nal (while [b] do S od) = f'g
nal (S1;S) = nal (Sp)

Desweiteren wird die Flussrelation ow (S) einesProgramms wie folgt de niert:



A.2. EIGENSCHAFTEN VON WHILE -PROGRAMMEN 71

ow(x=a]) = ;
ow([skip]) = ;
ow (if [b] then S; else Sy fi) = ow(Sy)[ ow(Sy)[ f(;init (S1));(;init (S2))g
ow (while [b] do S od) = ow(S)[ f(;init(S)g[ f(%")j °2 nal (S)g
oW (S1;S) = ow(Sy)[ ow(Sp)[ f(5;init(Sz))j 2 nal (S1))g

A.2 Eigenschaften von While -Programmen

Die obende nierten Mengenund Relationen hangenmit der operationellen Semartik von While -
Programmen folgenderma en zusammen:

Satz A.2.1
(@) Fallshs; i! Ogilt, dann folgt nal (S) = finit (S)g.
(b) Fallshs; i! % 9, dann gilt

i) nal (S) nal (S9.
i) ow(S) ow(S9.
iii) blocks(S)  blocks(S9).

Beweis: Der Beweis funktioniert in allen Fallen sehr @ahnlich. Wir zeigennur, dassaushS; i !
hsS% G folgt: ow (S)  ow (S9. Dazu fuhren wir Induktion eber die angewandten Ableitungsre-
geln.

[if1] In diesemFall gilt S = if [b] then S; else S, fi , S°= S; und °= . Des weiteren
gilt:
ow(if [0 then S; else S, fi )
= ow(Sy)[ ow(Sy)[ f(;init (S1));(;init (S1))g
ow (S1)

[if2] Analog zum Fall [if1].
[seql] Esgilt S= S;;S,, S%= SY;S, und hsSy; i ! hSP; 4. Wir erhalten:

ow (S1;Sp)
= ow(S1)[ ow(Sy)[ f(5init(Sp)) )"
ow (SD) [ ow (Sp) [ f(;init (S2)) j
ow (SD) [ ow (Sp) [ (;init (S2)) j°
= ow(S)Sy)

N

nal (S1))g

nal (S1))g
nal (S7))g

NN

Dabei wurden die Induktionsvoraussetzungund ii) verwendet.
[seg2] Esgilt S= S;1;S,, S°= S, und hSy; i1 O Wir erhalten:

ow (S1;Sp)
= ow(S) [ ow(S)[ f(;init(S2))j 2 nal (S1))g
ow (S)
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[wh2] Esgilt S= while [0 do S od, S°= S;while [0 do S odund = Cundwir erhalten:

ow (S;while [b do S od)
= ow(S)[ ow(S;while [ do S od)
= ow(S)[ ow(S)[ f(;init (S)g[ f(%")j 2 nal (S)g
= ow(S)[ f(;init (S)g[ f(%)j" 2 nal (S)g
= ow(S;while [ do S od)

Die anderendrei Ableitungsregeln beinhalten Terminierung und kennen nicht angewandt worden
sein. 2



Anhang B

Ordn ungen und Fixpunkte

Eines der wichtigsten mathematische Werkzeugezur Programmanalysesind partielle Ordnungen
und die dazugeterige Fixpunkt-Theorie. Die folgendekurze Einfehrung stetzt sich in Teilen auf
[NNH99].

B.1 Grundlegende De nitionen

Wir beginnenmit den Grundlagen und de nieren zunachst den Begri der Ordnung.

De nition B.1.1 (Ordn ung) Eine Ordnung (manchmal auchmit partieller Ordnung oder Hal-
bordnung bezeichnet) auf einer MengelL ist eine Relationv L L, fur die gilt:

(@) v ist reexiv, d.h., fur jedesl 2 L qgilt | v I.
(b) v ist transitiv, d.h., ausl; v I, und I, v I3 fur I1;15;13 2 L folgt Iy v 3.

(c) v ist antisymmetrisch, d.h., ausly v I, und I, v Iy fur Iq;1, 2 L folgt I, = I5.

De nition B.1.2 (Ob ere/un tere Schrank en und minimale/maximale Elemen te) Seiv
eine Ordnung auf der MengeL und esgelteY L. Eine obere Schranke von Y ist ein Element
s2 L fur dasgilt: 812 Y:lv s.

Die kleinste obere Schranke (oder das Supremum) von Y ist ein Elements 2 L, daseine okere
Schrankevon Y ist und fuf-jede andere okere Schrankes®2 L von Y gilt sv s% Die kleinste okere
Schrankevon Y wird mit Y bezeichnet.

Ein maximales Elemert von Y ist ein Elementm 2 Y, so dassfur jedesElement| 2 Y mit
myv | folgtm = 1.

Analag kann man auch eine untere Schranke, die gre te untere Schranke oder dasIn mum (in
Zeichen Y} und minimale Elemeate de nier en. Fur zwei Elementelq;l> 2 L schreibt man auch
Oftllt |2: f|1;|zg Und|1U|2: f|1;|zg.

Aufgab e B.1.3

(a) Bestimmen Sie jeweils eine Menge L mit einer partiellen Ordnung v und eine Teilmenge
Y L, sodassY folgendeEigensdaften hat.

i) Y besitzt mehreremaximale Elemerte.
i) Y besitzt eine obere Schranke, aber keine kleinste obere Schranke.
iii) Y besitzt eine kleinste obere Schranke, aber kein maximales Elemert.

(b) ZeigenSie, dassdie kleinste obere Schranke einer Menge Y eindeutig ist, falls sie existiert.
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Lesungsv orschlag:

(@) i) Mehrere maximale Elemente: ff ag; f bgg, geordnet bezglich Mengeninklusion

i) Obere Schranke, aber keine kleinste obere Scranke: L = fa,b,c,dg mit av ¢, av d,
bv c, bv d (und Re exivit at) und Y = fa;bg.

iii) Kleinste obere Scranke, aber kein maximales Element: fx 2 R j x < 1g, geordnet
beziglich

(b) Kleinste obere Schranke ist eindeutig: Angenommen, es gibt zwei obere Schranken s;, s;
einer Menge Y. Beide sind auch obere Schranken, daher mussgeltens; v s, und s; v s;.
Aus der Antisymmetrie folgt dann s; = s,.

Denition B.1.4 (Vollst andiger Verband) Ein Tupel (L;v), bestehendaus einer Menge L
und einer Ordnung auf L heisst vollstandiger Verband, wennjede TeilmengeY vonL eine kleinste
okere und eing,gre te untere Schranke hat. Dies mussinsbesondee auch fur Y = ; gelten. Man
deniert ? = L (bottom) und > = L (top).

Vollstandige Verbande sind ein Spezialfall von sogenanten complete partial orders (cpos). Bei
diesenwird nicht gefordert, dassjede Menge ein Suprenum (und In m um) hat, esreicht, wenn
jede gerichtete Menge A ein Suprenmum hat. Bei einer gerichteten Menge A wird gefordert, dass
esfur alle a;b2 A einc2 A gibt mit av cund bv c.

F d d
ﬁufgab e B.1.5 BeweisenSie,dassin einemvollstandigenVerbandimmer ; = L und ; =
L gelten.

Lesungsvorschlag: Esqilt ? = d L (nach De nition) und wir meissenzeigen,dassauch ? = F X
gilt. ? ist eineobereS@ranke von ; , dennfur jedesElemert | von; (wovon esgar keinegibt!) gilt
v ?. Dawegen? = L, ? daskleinste Elemert von L ist, gilt fur jede andere obere Schranke
svon;:? v sund damit ist ? die kleinste obere Schranke. 2

Wir werdenuns desefteren auf das Dualit atsprinzip berufen, dasfolgendesbesagt:wenn (L; v )
ein Verband ist, soist auch (L; w) ein Verband. Dabei sind die In ma des einen Verbandesdie
SupremadesanderenVerbandesund umgekehrt

De nition B.1.6 (Eigensc haften von Ordn ungen) Seiv eine Ordnung auf der Menge L.
Die Ordnungv heisst total, wenn fur zwei Element l1;1, 2 L immer I, v I, oder I, v 11 gilt.

Eine TeilmengeY L heisst Kette, wenn die Ordnung v eingeschenkt auf Y Y total ist.
Eine aufsteigendeKette ist eine endliche oder unendliche Folgelg;l1;12;13;::: mit [; v lj+; . Man
schreibt auch (In) 5 -

Eine Ordnungerfullt die AscendingChain Condition, wennesfur jede unendliche aufsteigende
Kette (I5), einenIndex m gibt mit I; = |+, fur j  m.

Analog werden absteigendeKetten und die DescendingChain Condition de niert. Ordnungen,
die die DescendingChain Condition erfullen, werden manchmal auch als noetherse Ordnungen
bezeichnet.

Es ist einfach zu sehen,dassjeder endliche Verband die Ascending und die DescendingChain
Condition erfuillt.

De nition B.1.7 (Eigensc haften von Funktionen) Seiv ; eine Ordnung auf der MengelL 1,
V o eine Ordnung auf der MengeL, undf : L;! L, eine Funktion.

(a) Die Funktion f heisst monoton, wennausl, v I, stetsf (1) v, f (I,) folgt.
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(b) Falls(L1;v 1) und(Ly;V ) vollstandige Verbandesind, so heisstdie Funktion f additiv, falls
fur I;m 2 L, stetsf (It m) = f(l)t f(m) gilt. Analog heissteine Funktion f multiplik ativ,
falls fur I;m 2 Ly stetsf (lum) = f(I)uf(m) gilt.

Aufgab e B.1.8 Sei v eine Ordnung auf L, die die Ascending Chain Condition erfellt, und
se':f L! LFeme monotone Funktion. Zelgen Sie, dassfur jede aufsteigendeKette (I,), gilt:
f( noIn)— nof(I)dh f ist stetig.

Lesungsvorschlag: Seilg v I v I, v ::: eine aufsteigendeFolge, die aufgrund der Ascending

Chain Condition irgendwann stationar werdenmuss,z.B. fur denindex m. Esgilt alsol, = Ih+1 =

Im+2 = :::. Aufgrund der Monotonie von f ist auch f (Ig);f (11);f (12);f (I3);::: eine aufsteigende

Folge, die aufgrund der AscendingChain Condition stabilisiert, beispielsveisefer denIndex k. Weil

fur j  m auf jedenFall gilt f(l;) = f(lj+1), mussgeltenk m und au erdem f (lx) = f (Im).
Man kann dann folgern:

& &
fln) =t =1dm)=F( In):

n=0 n=0

B.2 Fixpunkts atze

Jetzt kann der Begri desFixpunktes de niert werden.

De nition  B.2.1 (Fixpunkte) Seif :L ! L eine Funktion auf einem vollstandigen Verband
(L; v). Die Mengealler Fixpunkte von f wird de niert als:

Fix(F)=fl2Ljf()=Ig

Die Mengealler Pra xpunkte bzw. Post xpunkte wird folgenderma en de niert:

Pre(f) = fl2Ljf()v g
Post(f) = fl2Ljf(l)wlg
Des weiteren setzenwir:
|
Ifp(f) = Fix (f)
ofp(f) = Fix (f)

Wir kommen nun zu dem zertralen Theorem diesesKapitels, dem Fixpunktsatz von Knaster-
Tarski [Tar55]. Er besagtinsbesondere dassfer monotone Funktionen die kleinste untere und die
gre te obere Schranke aller Fixpunkte auch tatsachlich ein Fixpunkt ist. Insbesonderesagt der
Satz damit auch aus, dassjede monotone Funktion mindestenseinen Fixpunkt besitzt.

Theorem B.2.2 (Knaster-T arski) Sei(L;Vv) ein vollstandiger Verbandund f : L ! L eine
monotone Funktion. Dann gilt:

I

Ifp(f)= Pre(f) 2 Fix(f)
G

ofp(f) =  Post(f) 2 Fix(f):
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Beweijs: Wir beweisendiesen Satz fur Ifp(f ), fur gfp(f ) ist der Beweis analog. Dazu setzenwir
lo = Pre(f) und zeigenzunachst f (Ig) v lo, woraus lp 2 Pre(f) folgt. Da lg v | fur alle
| 2 Pre(f) gilt und f monoton ist, erhalten wir f (Ip) v f (1) v | fur alle | 2 Pre(f). Und weil |
die kleinste untere Schranke von Pre(f ) ist, folgt darausf (lp) v lo.

Um gy v f (lp) zu zeigen,gehenwir wir folgt vor: esgilt f (f (Ig)) v f (Ig) aufgrund der Monotonie
von f . Daraus folgt f (lg) 2 Pre(f) und g v f (lp), aufgrund der De nition von lg.

Insgesam erhalt man dadurch f (Ig) = lg und lg =  Pre(f) ist damit ein Fixpunkt. Nun
meissenwir noch zeigen,dassly der kleinste Fixpunkt ist. Das folgt aber daraus, dassFix (f )
Pre(f) gilt und |y bereits das kleinste Elemert in Pre(f) ist. 2

Fur die Existenz desFixpunkts einer monotonen Funktion reicht essogaraus, zu fordern, dass
man mit einer cpo arbeitet, man benetigt nicht notwendigerweiseeinen Verband.

Der Satz von Kleene macht hingegen Aussagendareber, wie ein Fixpunkt bestimmt werden
kann, wenn die Funktion gewissenStetigkeitsbedingungenerfulllt.

Theorem B.2.3 (Kleene) Sei(L; V) ein vollstandiger Verband und f : L ! L eine monotone
Funktion. = =
Wenn fur jede aufsteigendeKette (In), gilt: f( -, 1n) = =, f(ln), sogilt

G
fp(f) = f"(?):

n=0
d d
Und falls fur jede absteigendeKette (In), gilt: f (" -, In) =  n_o f(In), SOgilt

|l

gfp(f) = f7(>):

n=0

F
Beweis: Wir zeigenden Satz wiederum nur fer den kleinsten Fixpunkt. Seilp = ﬁzo fN(?). Wir

weise? v f (?) und durch interierte Anwendungvon f auf beiden Seitenfolgt mit der Monotonie
von f, dassfi(?) v f*1(?). Esgilt

G G G G G
fllg)=f( f"?)= " ()= f"?)=2t f"(?)=  f"(?)=lo;
n=0 n=0 n=1 n=1 n=0

d.h., lp ist tatsachlich ein Fixpunkt.

Wir meissennun nur noch zeigen,dasslg der kleinste Fixpunkt ist. Seil ein beliebigerFixpunkt
von f, dann gilt: ? v |. Durch wiederholtes Anwendenvon f auf beiden Seiten der Ungleichung
erhalt manf"(?) v I. Und mit der De nition von Iy folgt: Ip v I. 2

Daraus ergibt sich bei Ordnungen, die die Ascending Chain Condition erfullen, folgendes
Verfahren zur Berechnung eines (kleinsten) Fixpunkts fer eine monotone Funktion f: Zunachst
ist f nach Aufgabe B.1.8 stetig im Sinne von Theorem B.2.3. Und da ?;f(?);f2%(?);::: ei-
ne aufsteigendeKette ist, gibt esaufgrund der Ascending Chain Condition einen Index m mit
fm(?)=fm*1(?2). Auch fur allej > m mussdannfi(?) = f™(?) gelten. Und nach dem Satz
von Kleene gilt dann

G
fp(f)=  f"(2)=f"(?):

n=0

dann den kleinsten Fixpunkt.

Beispiel B.2.4 Als Beispiel betrachten wir die geordneteMenge(N; ) und die Funktion f : N !
N mit f (n) = n+ 1. DieseFunktion ist monoton, besitzt aber keinen Fixpunkt. Dies liegt daran,
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dass(N; ) kein Verband ist, insbesonderehat die MengeN kein Suprermum. Wenn wir aber noch
1 als Element hinzufugen, so erhalt man einen Verband und auch einen Fixpunkt von f .

Au erdem ist jede naterliche Zahl ein Post xpunkt und das Suprenum der Post xpunkte ist
wiederum 1 . Es gibt nur einen Pra xpunkt, namlich 1 selbst.

Aufgab e B.2.5

(a) Bestimmen Sie eine Funktion f: L ! L, die mehrere Fixpunkte, aber keinen kleinsten
Fixpunkt, besitzt.

(b) Bestimmen §£eeine monotone Funktion f : L ! L, die einenkleinsten Fixpunkt | besitzt,

sodassaber _, f"(?) 6 I.

L esungsv orschlag:

(8) Funktion mit mehreren Fixpunkten, aber keinem kleinsten Fixpunkt: Wir betrachten den
vierelemertigen Verband (P(fa;bg); ) und de nieren f (;) = fag, f (fag) = fag, f (fbg) =
fbg und f (fa;bg) = fa;bg. Die Funktion f hat zwei Fixpunkte fag;fbg, jedoch keinen
kleinsten Fixpunkt. Auerdem ist f nicht monoton, denn esgilt ; fbg, jedoch f(;) =

fag6 fhy= f (fbgy).

(b) Funktion mit kleinstem Fixpunkt, der aber nicht durch Iteration erreicht wird: Wir ver-
wenden P (N) (die Potenzmengeder naterlichen Zahlen mit Null) mit  als Ordnung. Wir

de nieren
flg[ X[ fx+1jx2 Xg falls X endlich

F(X)= fO,1g[ X [ fx+ 1jx2 Xg falls X unendlich

F
Die Funktion f ist sicher monoton und es gilt ﬁzo f"(;) = NnfOg. Dies ist jedoch kein
Fixpunkt, denn der kleinste Fixpunkt ist N.

Daraus folgt insbesondereaudh, dassdie Funktion f nicht stetig sein kann. Das kann man
sich leicht mit Hilfe der aufsteigendenKette l{l'z} |t{21? I_]&Z_? Ii Z;E? .. (allgemein:
0 I1 lo

li = f1;:::;ig) uberlegen.
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