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Aufgabe 2.1 w-reguldre Sprachen vs. regulidre Sprachen

In dieser Aufgabe sollen Sie zeigen, dass man jeden Biichi- Automaten in endlich
viele endliche Automaten ,,zerlegen” kann.

Zeigen Sie, dass fiir jeden Biichi-Automaten B iiber dem Alphabet 3 reguldre
Sprachen U;,V; C ¥* fiir ¢« € {1,...,n} existieren mit

L(B) = O UiVE.
i=1

Dabei ist n eine Konstante, welche allein von der Anzahl der akzeptierenden
Zusténde von B abhéngt.

Hinweis: Betrachten Sie hierzu fiir ein Wort w = wowyws ... € L(B) eine ak-
zeptierende Berechnung q = qoq1 - .. von B mit gi+1 € 6(q;, w;). Es muss somit
ein akzeptierender Zustand q, unendlich oft in q auftreten. Zerlegen Sie dann
mit Hilfe von q, den Biichi-Automaten B geeignet in endliche Automaten.

Aufgabe 2.2

In dieser Aufgabe verallgemeinern Sie das Resultat, dass endliche Automaten
und regulire Ausdriicke dquivalent sind, auf w-regulire Ausdriicke und (nicht-
determinisitische) Biichi-Automaten.

Sei ¥ ein Alphabet, d.h., eine beliebige endliche, nicht-leere Menge. Dann ist
3% = ¥*UX® die Menge aller abzéhlbaren Worter iiber ¥. Die Sprache L,qg
der regulidren Ausdriicke iiber ¥ ist, wie bekannt, folgendermaflen definiert:

L = {0}uSU{e} '
Eg_gl : ‘Cll"eg U {(¢ + '(l))? ¢¢7 (d))* | ¢7 w € Eieg}

K3
reg . UieN Ereg'

(Anmerk.: Eﬁeg enthélt gerade die in < ¢ vielen Schritten definierten reguléren

Ausdriicke und L,.; sammelt schlielich alle auf.)

Entsprechend ist die Sprache £, s der w-regulidren Ausdriicke iiber ¥ gegeben
durch

‘cgz—reg = ‘C{”Bg U {(¢)w | ¢ € Ereg} . i
‘czj—_rleg = ‘C‘Zz—reg U {((b + ¢) | ¢a ¢ € LZu—reg} U {¢"/) | (b € Lregv 1/) € ‘cz.;—reg} .
Ew—reg = UiEN ‘CZJ—reg

Die etwas umsténdliche formale Definition stellt nur sicher, dass in jeder Teil-
formel eines w-reguldren Ausdrucks der Operator w hochstens einmal auftritt.
Man beachte weiterhin, dass die Definition von L{fl, es nicht gestattet, an
einen w-reguldren Ausdruck einen weiteren w-reguliren Ausdruck anzuhéngen.

Die Semantik L(¢) C X°° eines w-reguldren Ausdrucks ¢ € Ly 1o ist dann
induktiv iiber den Formelaufbau definiert:

L(0) = 0

L(e) = {e}

L(a) = {a}(Vaex)

L((¢+4)) = L(¢)UL(¥)

L((¢)") = {wowi...w, |Yn € NVi <n:w; € L(§)}
L(¢v) = {uw|ue L(@),we L(y)}

L((¢)*) = {wowiws...|Vn € Nw, € L(¢)}

(a) Machen Sie sich an einem Beispiel klar, dass jeder endliche Automat als ein
Biichi-Automat mit e-Transitionen dargestellt werden kann. Dabei gelte
e¥ := ¢. Folgern Sie weiterhin, dass es zu einem Biichi-Automaten mit e-
Transitionen im Allgemeinen keinen &dquivlanten Biichi-Automaten ohne
e-Transitionen geben kann.

(b) Zeigen Sie, dass es fiir jeden w-reguliren Ausdruck ¢ € L, eq €inen
nichtdeterministischen Biichi-Automaten By mit L(B,) = L(¢) gibt. Ihre
Biichi-Automaten diirfen auch e-Ubergénge besitzen.

(c) Zeigen Sie unter Verwendung von Aufgabe 2.1. auch die Umkehrung der
Aussage, d.h. dass es zu jedem Biichi-Automaten auch einen dquivalenten
w-reguldren Ausdruck gibt.

Hinweis: Verwenden Sie die bekannten Sétze diber die Aquivalenz von reguliren
Ausdriicken und endlichen Automaten.



Aufgabe 2.3 Biichi-Automaten: deterministisch vs. nichtdetermi-

nistisch

Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass nichtdeterministische Biichi-Automaten
mdachtiger als deterministische Biichi-Automaten sind.

(a) Geben Sie einen nichtdeterministischen Biichi-Automaten B fiir die Spra-
che
L= L((a+0)"(0)*) = {w € {a,b}* | #a(w) < o0}

an. Hierbei sei #,(w) die Anzahl der as in w.

(b) Determinisieren Sie den Biichi-Automaten B aus der letzten Teilaufgabe
mit Hilfe des Verfahrens fiir endliche Automaten (Potenzmengenkonstruk-
tion). Der so erhaltene Biichi-Automat heifie B’. Geben Sie dann L(5’) an.

(c) Zeigen Sie, dass es keinen deterministischen Biichi-Automaten gibt, wel-
cher L akzeptiert.

Fiithren Sie hierfiir wie folgt einen Widerspruchsbeweis, indem Sie anneh-
men, dass B” = (Q,{a,b},0,qo, F) ein deterministischer Biichi-Automat
sei mit L(B"”) = L.

Betrachten Sie dann die Folge von Woértern wy = b, w; = b*oab®, wy =
bFoabk1ab®, . ... Beachten Sie, dass hier der untere Index das m-te Wort in
der Folge kennzeichnet. Es wird daher im Folgenden das i-te Zeichen eines
w-Worts w mittels w(i) bezeichnet. Das Wort w,, 1 ergibt sich dabei aus
dem Wort w,,, indem man zunéchst k,, als den kleinsten Index wahlt, so
dass

(1) B” nach Lesen des Prifix w,,(0)...
renden Zustand aus I’ befindet und

Wy (k) sich in einem akzeptie-

(2) der Prifix w,(0). .. wy, (k) bereits alle as von w,, enthélt.

Da w,,, nach Konstruktion nur endlich viele as enthélt und somit in L =
L(B") liegt, existiert dieses ky,. Es sei dann wy,+1 = wm (0) . .. wp, (k) ab®.
Damit enthélt w,, nach Konstruktion genau m as und liegt damit in L.

Betrachten Sie nun, wie sich B” beziiglich dieser Folge von Woértern w,,, €
L verhalten muss und leiten Sie damit einen Widerspruch ab.

Aufgabe 2.4 LTL zu Biichi-Automat

(a) Auf dem letzten Aufgabenblatt wurden NF-LTL-Formeln definiert. Diese
verwenden G anstatt R, um die Negation von ¢ U v darstellen zu kénnen.

(Erinnerung: =(¢1 U ¢2) = (=¢1) R(=¢2) = (G ~¢2) V ((—¢2) U(=¢1 A
—¢2)))

Welchen Vorteil bietet die Darstellung mittels R in Bezug auf das in der
Vorlesung vorgestellte Verfahren zur Konstruktion eines entsprechenden
Biichi-Automaten?

(b) Konstruieren Sie mit dem Verfahren aus der Vorlesung einen Biichi-Automaten

fiir die Formel pR ¢ iiber dem Alphabet 24F mit AP = {p, ¢}.

(¢) Geben Sie einen moglichst kleinen Biichi-Automaten fiir die Formel (G p) —
(pUgq) an. Sie miissen nicht den Algorithmus aus der Vorlesung verwen-
den.

Aufgabe 2.5

In der Grundlagenvorlesung wurde in einer Ubungsaufgabe untersucht, wie viele
semantisch unterschiedliche CTL-Formeln der Form 010505 ... O, ¢ existieren,
wobei ¢ eine bel. CTL-Formel war und O; entweder AG oder EF fiir n € N
beliebig.

In dieser Aufgabe sollen Sie das entsprechende Problem fiir eine bel. LTL-Formel
¢ und O; entweder G oder F untersuchen.

Hinweise:
e Zeigen Sie zunéchst, dass FGF ¢ = GF ¢ gilt.

e Verwenden Sie dieses Resultat, um auch GF G ¢ = F G ¢ zu zeigen. Man
beachte hierbei F = -G —.



