Bisimulationsspiele

Jirn Laun

10. Juli 2006

Schriftliche Ausarbeitung zum Vortrag im Hauptseminar Spiele in der Informatik,
welches im Sommersemester 2006 an der Uni Stuttgart von Prof. J. Esparza durchgefiihrt
wurde.

In diesem Vortrag soll anhand von nebenldufigen Prozessen und Bisimulationen eine
Anwendung spieltheoretischer Methoden in der Informatik vorgestellt werden.
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1 Einleitung

1.1 Vorwort

In den vorangegangenen Vortrdgen des Seminars wurden die Grundlagen der Spieltheorie eingefiihrt
und erldutert. Nun soll gezeigt werden, wie sich solche Methoden auf Probleme der theoretischen
Informatik anwenden lassen. Als Beispiel hierzu dient das Problem der Aquivalenz paralleler Prozesse,
wie in [Sti98| vorgestellt. Der Vortrag orientiert sich in grofen Teilen an diesem Artikel, sowie [Sti01].

2 Prozessbeschreibungen, CCS

2.1 Nebenliufige Prozesse

Zur Beschreibung nebenlaufiger Prozesse wird der Calculus of Communicating Systems (CCS) ver-
wendet, ein Kalkiil, welcher in den siebziger Jahren von Hoare und Milner entworfen wurde. Eine
ausfiihrliche Beschreibung verschiedener CCS-Varianten findet sich zum Beispiel in [Win93|.

2.2 CCS

Ausgangspunkt ist eine Menge A’ von Aktionen. Diese modellieren Zustandsiibergiange von Prozes-
sen. Aktionen dienen aber auch zur Kommunikation. Hierfiir wird zusétzlich zu jedem x € A’ ein &
eingefithrt. Kommunikation findet statt, indem ein Prozess einen k- und ein anderer parallel einen
#-Ubergang durchfiihrt. Von iibertragenen Daten bei einer Kommunikation wird vollstéindig abstra-
hiert. Ebenso wird eine Unterscheidung in Sender und Empfinger als unerheblich angesehen und
% = K gesetzt. Eine erfolgte (und damit nach auRen nicht sichtbare) Kommunikation wird durch die
ausgezeichnete Aktion 7 dargestellt. Die entgiiltige Menge von Aktionen ist also

A=A U{r: ke A} Uu{r}.

Definition 2.1 Die Menge P aller Prozesse ist gegeben als kleinster Fixpunkt der Gleichung

P = {K.P:KGA,PEP} U {ZPY,PZGP} U {(P1|P2)ZP1,P2€P}
i€l
U {P\K:KcA\{r}} U {p:pdéfP,PEP}

Die Semantik dieser Prozesse wird mittels der Ubergangsrelation - — - C P x A x P definiert, welche
durch folgende Regeln gegeben ist:
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Aktion ausfiihren —— PeP lecA

A.PAPA
Jier B
Alternative EI—_;Q P,QeP,re A
Yt i =@
A A
P, P/ P 24
Parallelitit e bt PP, P,PieP, e A
(P P2) = (P{|P2) (P1|P) = (P1|Py)
P55 P PEP
Kommunikation L - 2 2 Py, Py, P[,P; € P,k € A\ {7}
(P1|P) — (P{|P3)
A —
P MNVEK
Ausschluss —@Q 5 A& PQeP, e A KCA\{r}
P\K 5 Q\K
A def
P = P
Rekursion — Q}\ P PQeP,AeA
p—=Q

Zur Verkiirzung der Schreibweise werden Summen iiber endlich viele Prozesse auch mit +-Zeichen
geschrieben. Der Prozess ), welcher keinen Ubergang machen kann, wird auch mit nil bezeichnet.

Zur Veranschaulichung werden nun verschiedene Beispiele von Prozessen diskutiert. Einige davon sind
[Sti98] entnommen.

e Ein Prozess, der sequentiell die zwei Aktionen « und S ausfiihrt:
«.(.nil
Ubergangsgraph:
o.(.nil LN (.nil L nil

e Endlosschleife am Beispiel einer (sehr einfachen) Uhr:

tick
Uhr e tick.Uhr U'h/:)
e Entscheidung: Diese Uhr kann irgendwann stehenbleiben:
tick

“ tick

Uhr' < tick Uhr' + tick.nil Uhyt Bk o
Nun noch zwei Beispiele zu Parallelitidt und Kommunikation.

e Client/Server: Clients schicken Anfragen («) an den Server, dieser verarbeitet sie (w) und sendet
eine Antwort (7).

s a.w.y.S
c a.y.nil

def
po=(S[C].. ) \{a v}
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e Kritischer Abschnitt: Arbeitsprozesse C' haben einen unkritischen Abschnitt (1), betreten den
kritischen Abschnitt (€), fithrend dort Aktionen aus (k), verlassen den kritischen Abschnitt
wieder (§) und beginnen dann von vorn. Ein Wichterprozess G kontrolliert, dass keine zwei
Prozesse gleichzeitig in den kritischen Abschnitt geraten kénnen.

def
def

w n.e.k.0.W

o €0.G
P = (G|(W]...)\{ed}

Der Ausschluss von € und § erzwingt eine interne Synchronisation zwischen Arbeits- und Wiéch-
terprozess. Diese Nachrichten kénnen also nicht wie normale Aktionen (wie etwa n oder k)
ausgefithrt werden.

3 Aquivalenz von Prozessen

3.1 Motivierende Beispiele
e Eine weitere Uhr ist gegeben durch

Uhry def tick.tick.Uhrs

Thr Zustandiibergangsgraph
tick
T
Uhry tick.Uhrsy
~____—
tick
unterscheidet sich deutlich von dem von Uhr. Ein Beobachter, welcher nur das Verhalten der
Prozesse (also die geschalteten Transitionen) sieht, konnte Uhr und Uhry dennoch nicht unter-
scheiden.

e Gegeben seien zwei unterschiedliche Prozesse P, Q). Dann kénnen die Prozesse (P|Q) und (Q|P)
zwar genau dieselben Ubergéinge machen, sind aber (syntaktisch) verschieden.

3.2 Bisimulationsdquivalenz

Es stellt sich also auf ganz natiirliche Weise die Frage nach der Aquivalenz von Prozessen. Eine
naheliegende Herangehensweise ist zwei Prozesse als dquivalent anzusehen, falls sie sich gegenseitig
simulieren konnen. Formalisiert man diese Idee, so erhélt man:

Definition 3.1 Eine binére Relation B C P x P heifit (starke) Bisimulation, falls

e cs fiir alle (P,Q) € B und alle Ubergiinge P % P’ ein Q' € P gibt, so dass
QLQ wd (P.Q)eB

und
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e cs fiir alle (P,Q) € B und alle Ubergiinge Q = @’ ein P’ € P gibt, so dass
PSP und (P, Q) € B.

Definition 3.2 Zwei Prozesse P und () heiffen bisimulationsédquivalent, falls es eine Bisimulation
B gibt, mit (P, Q) € B.

Man sieht leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Der Beweis wird hier jedoch ausgelassen, da
die Aussage im ndchsten Kapitel unmittelbar aus den Eigenschaften der Spieldquivalenz folgen wird.

Die oben vorgestellen Uhren sind bisimulationsédquivalent mittels der Bisimulation

B = {(Uhr,Uhra), (Uhr,tick.Uhrs)}.

3.3 Spieldquivalenz

In diesem Kapitel wird eine Alternative zur Bisimulationsédquivalenz eingefiihrt.

3.3.1 Das Aquivalenzspiel

Das Aquivalenzspiel wird von zwei Spielern gespielt. Spieler R (,Refuter) versucht zu zeigen, dass zwei
gegebene Prozesse P, Q indquivalent sind, wihrend Spielerin V (,Verifier) deren Aquivalenz zeigen
mochte. Das Spiel wird in Runden gespielt, mit jeder Runde ist ein Spielstand (P;, ;) bestehend aus
zwei Prozessen P; und @Q; assoziiert, wobei Py := P und Qg := @ gesetzt wird. Eine Runde lduft wie
folgt ab:

e Zunéchst wahlt Spieler R eine Transition P;_1 2 P;. Dann wéhlt Spielerin V (mit Kenntnis der

Wahl von R) eine Transition Q;_1 2 Q; (mit demselben A!).
- ODER -

e Spieler R wahlt eine Transition (;_1 2 Q;, danach wéhlt Spielerin V eine Transition P;_1 2 P

Zu jedem Zeitpunkt sind beiden Spielern alle bisherigen (eigenen und gegenerischen) Ziige bekannt,
das Aquivalenzspiel ist also von vollstéandiger Information.

Definition 3.3 Ein Spielstand (P, Q) heift R-Gewinnstellung, falls es eine Aktion A € A gibt mit
A / A /
dpepP = P und AgerQ = Q

R gewinnt das Spiel, falls eine R-Gewinnstellung erreicht wird, wenn also R es schafft, eine Transition

zu wéhlen, auf die V nicht reagieren kann. Tritt dies nie ein oder wird ein Spielstand erreicht, in dem
R keinen Ubergang machen kann, so gewinnt V.

Seite 4



3.3.2 Strategien im Aquivalenzspiel

Aquivalenzspiele zu einem Paar P, Q von Prozessen kénnen durchaus unterschiedliche Ausgénge haben.
Beispielsweise kommen fiir die Prozesse aus dem Uhrenbeispiel folgende beiden Spielverldufe in Frage:

o (Uhr,Uhr') ™ (Uhr, Uhr) ™ (Uhr, Uhr) ™ ...

o (Uhr,Uhr") e (Uhr,Uhr") e (Uhr,nil)

Im ersten Fall hétte Spielerin V, im zweiten Spieler R gewonnen. Um dennoch einen wohldefinierten
Aquivalenzbegriff zu erhalten, betrachtet man Strategien. Beim Aquivalenzspiel haben diese folgende
Gestalt:

Definition 3.4

e Eine Strategie fiir Spieler R ist eine Menge von Regeln der Form

wFalls der bisherige Spielverlauf (Py, Qo), ..., (Pi—1,Qi—1) war, so wihle die Transition X;_; 2
X;.” (wobei X € {P,Q})

e Eine Strategie fiir Spielerin V ist eine Menge von Regeln der Form
,wFalls der bisherige Spielverlauf (Py, Qo), . . ., (Pi—1, Q;—1) war und Spieler R X;_; 2 X; gezogen
hat, so wihle die Transition Y;_; 25 Y;.” (wobei Y € {P,Q} \ {X})

Definition 3.5 Eine Strategie heifst Gewinnstrategie fiir einen Spieler, falls dieser - solange er die
Transitionen wahlt, welche die Regelmenge ihm vorschreibt - das Spiel gewinnt, unabhéngig davon,
welche Ziige der Gegenspieler macht.

Definition 3.6 Ein Paar P, Q) von Prozessen heifsit spieliquivalent, falls es eine Gewinnstrategie fiir
Spielerin V gibt.

Im obigen Beispiel (Uhr, Uhr') hat Spieler R eine Gewinnstrategie (ziehe Uhr’ tick nil). Fiir das Spiel
(Uhr,Uhry) hat dagegen Spielerin V eine (ziehe irgendwie).
Lemma 3.7 Spieliquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:

e Reflexivitit: V gewinnt das Spiel (P, P), indem sie stets R’s Ziige imitiert.

e Symmetrie: V gewinnt das Spiel (@, P), indem sie in der Strategie zu (P, Q) die Rollen von P
und () vertauscht.

e Transitivitat: Hat V Strategien fiir (P, Q) und (@, R), so kann sie immer zunéchst einen Zug
bei @ durchfithren und dann mit Hilfe der zweiten Strategie einen Zug bei P bzw. R ermitteln.

O
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3.3.3 Beziehung zur Bisimulationsidquivalenz

Es scheint naheliegend, dass Spiel- und Bisimulationséquivalenz dasselbe sind. Dass dies richtig ist,
zeigt der

Satz 3.8 P und @ sind genau dann spieldquivalent, wenn sie bisimulationsdquivalent sind.
Beweis: ,,=": Man zeigt, dass
B:={(P,Q): P und Q sind spieldquivalent}

eine Bisimulation ist: Ist (P,Q) € B und P A pr , so kann die entsprechende Regel aus V’s Ge-

winnstrategie angewandt werden und es folgt, dass @ 2 Q’'. Auch fiir das Paar (P’,Q’) hat V eine
Gewinnstrategie (namlich dieselbe wie fiir (P, @)), daher ist (P’, Q") € B. Entsprechend folgt die zwei-
te Eigenschaft einer Bisimulation.

<" Es existiert eine Bisimulation B mit (P, Q) € B. Dann sind die Regeln der Form ,Wéhle in der
i-ten Runde P; bzw. Q; so, dass (P;, Q;) € B liegt.” eine Gewinnstrategie fiir V. O

Korollar 3.9 Bisimulationsiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

3.3.4 Existenz von Gewinnstrategien

Bisher wurde gezeigt, dass die Aquivalenz von Prozessen gleichbedeutend ist mit der Existenz einer
Gewinnstrategie von V fiir das zugehorige Aquivalenzspiel. Uber die Existenz solcher Strategien wurde
bislang nichts ausgesagt. Wire sie jedoch nicht gegeben, so wéire der Begriff der Spielaquivalenz weit-
gehend nutzlos. Gliicklicherweise sichert aber der folgende Satz die Existenz von Gewinnstrategien zu.
Man erhalt sogar die Existenz gedédchtnisloser Gewinnstrategien, so dass die Regeln aus Definition 3.4
eine weitaus einfachere Form bekommen:

Definition 3.10
e Eine gedichtnislose Strategie fiir Spieler R ist eine Menge von Regeln der Form
,Falls der aktuelle Spielstand (P, Q) ist, dann wéhle die Transition X A x» (wobei X € {P,Q})

e Eine gedéchtnislose Strategie fiir Spielerin V ist eine Menge von Regeln der Form
yFalls der aktuelle Spielstand (P, Q) ist und Spieler R X A X! gewahlt hat, so wahle die
Transition ¥ 2 Y”.” (wobei Y € {P,Q} \ {X})

Satz 3.11 Beim Aquivalenzspiel hat einer der Spieler eine gedichtnislose Gewinnstrategie.
Beweis: Betrachte die Menge E aller aus (P, Q) erreichbaren Spielstiande:

A1

E::{(P,,Q/)IPH ﬁL)P/,C2ﬁ)>‘_">62/}
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und definiere Teilmengen F; und F' von FE, wobei der Index i eine Ordinalzahl ist.

Fy = {(P,Q) € E: (P,Q) ist R-Gewinnstellung}
Fiy1 = KU U {(P.Q) € E:3pepP > P/ AVqepQ A Q' = (P,Q)eF}
AcA
UJ{P.Q) € B:30epQ > Q AVpepP > P' = (P,Q') € F}
AeA
fiir alle Nachfolgerzahlen 4
P, = U F; fir alle Grenzzahlen A
<A

F = U F,

i Ordinalzahl
AuBerdem sei fiir (P,Q) € F
rg(P,Q) := min{i : (P,Q) € F;}
Man beachte, dass dieses Minimum stets existiert!
Nun konstruiert man fiir ein Aquivalenzspiel (P, Q) eine gedachtnislose Gewinnstrategie:

e Ist (P,Q) € F, so lautet eine Strategie fiir Spieler R: ,Bei Spielstand (P, Q) wéhle eine Transition,
so dass unabhéngig von der Wahl von Spielerin V fiir den neuen Spielstand (P’, Q")

rg(P,Q") <rg(P,Q)

gilt.” Nach Konstruktion von F' ist dies immer moglich. Nach endlich vielen Schritten wird eine
R-Gewinnstellung erreicht.

e Ist (P,Q) € E\ F, so kann Spielerin V durch Wahl einer geeigneten Transition stets vermeiden,
dass der nachfolgende Spielstand (P’, Q') ist F' liegt. Auch dies ist wegen der Konstruktion von

F immer moglich: Angenommen, es gabe P A P’, aber fiir alle 2, Q' wire (P',Q’) € F. Dann
gibe es also zu jedem solchen @' ein i(Q') € Ord mit (P, Q') € Fyqr. Setzt man j := g i(Q'),
so ist Fj D Fy fiir alle @', also (P, Q) € Fjy1 C F.

O

3.3.5 Beispiele

Korollar 3.12 Ist in der Situation von Satz 3.11 die Menge F endlich oder (P, Q) € F; fiir ein i < w,
so liefert der Beweis ein konstruktives Verfahren zur Berechnung einer Gewinnstrategie.

Ein sehr einfaches Beispiel hierzu liefert der Prozess
K.cenil —— cv.nil
\
def
A

/
P = k.k.a.nil + k.5.(.nil P
S

nil

K.[.nil —— B.nil
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Im Aquivalenzspiel zu (P, P) sind die erreichbaren Spielstéinde
E= { (P,P),(k.cnil, k.anil), (k.cnil.x.f.nil), (k.5.nil, k.a.nil), (k.G.nil, £.5.nil),
(c.nil, aenil), (ee.nil, B.nil), (B.nil, a.nil), (G.nil, .nil), (nil, nil)) }
und

Fy = {(a.nil, B.nil), (B.nil, a.nil)}
F, = FyU{(k.anil,k.G.nil), (k.G.nil, k.a.nil)}

Weitere F; brauchen wegen F' = F) nicht berechnet werden. Nun ist klar, wie hieraus eine Strategie
flir V' konstruiert werden kann.

Diese Vorgehensweise fiihrt jedoch nicht immer in endlicher Zeit zu einem Ergebnis. Es kann auch
vorkommen, dass unendlich viele (auch mehr als w viele!) F; benétigt werden!. Ein Beispiel, bei dem
w + 1 Mengen auftreten, ist das wie folgt definierte Prozesspaar P, Q:

def

PO nil
p Y kP, (ieN)
pY 3 p
ieNU{0}
QQ déf nil
def .
Qi = IQ.QZ',1 (’LGN)
de
Qoo d:; K-Qoo
Q = Qut Y @
1€NU{0}

Die Ubergangsrelationen sind dann:

K

Qoo

7 =

Q5 —> Q5 —> Q1 ——>Q3——Q2——>Q1 —/—= Qo
Die erreichbaren Spielstéinde des Aquivalenzspiels (P, Q) sind

!Tatséchlich war auch nicht zu erwarten, dass das Aquivalenzproblem einfach wiirde, da CCS-Prozesse Turing-méchtig
sind, siehe [Tau89].
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Berechnen der Fj:

Fy = {(P07Qoo)7(P07Qj)7(Pj>QO):jEN}
I = FOU{(Pvaoo)v(Pvaj)v(Pijl):j>1}

F = FiU{(PsQu),(PhQ)). (P Q) : j > i}

Fy = {(PQuo) (PQ)) 5 #1)
Fw+1 = FwU{(PaQ)

Eine Gewinnstrategie fiir R lautet dann: ,Bei (P, Q) ziehe Q 2 Qoo, ansonsten ziehe irgendwie.”

4 Anhang: Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden in knapper Form die Grundlagen aufgefiithrt, welche dem Beweis zu Satz
3.11 zugrunde liegen. Ausfiihrlichere Darstellungen sowie detaillierte Beweise finden sich in praktisch
jedem Buch tiber Mengenlehre, beispielsweise [Jec78]. Hinreichend viele Informationen (jedoch ohne
Beweise) bietet auch [Wik].

4.1 Wohlordnungen

Definition 4.1 Eine totale Ordnung < einer Menge M heifst Wohlordnung, falls jede nichtleere Teil-
menge von M ein kleinstes Element hat.

Lemma 4.2 In einer Wohlordnung (M, <) gibt es keine unendlichen absteigenden Ketten.

4.2 Ordinalzahlen

Definition 4.3 Eine Menge M heifit Ordinalzahl, falls sie transitiv ist, d.h. Vyepyz € M und
wohlgeordnet durch €. Die Klasse aller Ordinalzahlen wird mit Ord bezeichnet.

Definiert man die natiirlichen Zahlen als 0 := 0,1 := {0},2 := {0,1},...,n := n U {n}, so sieht
man, dass dies alles Ordinalzahlen sind. Ordinalzahlen kénnen demnach als Verallgemeinerung der
natiirlichen Zahlen aufgefasst werden.

Jeder Ordinalzahl M kann auf auf kanonische Weise ein Nachfolger M + 1 := M U {M} zugewiesen
werden.

Definition 4.4 Eine Ordinalzahl, welche Nachfolger einer anderen ist, heifst Nachfolgerzahl, alle
anderen (bis auf die Null) heifen Grenzzahlen.
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Lemma 4.5

e M < N & M € N definiert eine Wohlordnung auf Ord.
e Firalle M € Ord gilt: M ={N €Ord: Ne M}={Ne€Ord: N < M}

e Ist C' C Ord eine Menge von Ordinalzahlen, so ist | JC' eine Ordinalzahl (sogar: |JC' = sup C).

Ein Beispiel einer Grenzzahl ist w := J,,cy{n}. Es gilt also:

l1 <2< ... <w<wt+tl < wH+2=w+1+1 < ...
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