
Sommersemester 2006 � Hauptseminar:Spiele in der Informatik
Nebenläu�ge Errei
hbarkeitsspiele

ZusammenfassungDieser Vortrag entstand im Rahmen des Hauptseminars �Spielein der Informatik� bei Prof. Javier Esparza im Sommersemester2006 an der Universität Stuttgart.Wir untersu
hen nebenläu�ge Spiele, wie sie etwa bei der Mo-dellierung o�ener Systeme auftreten. Dabei wählen Spieler 1 (dasSystem) und Spieler 2 (die Umwelt) ihre Spielzüge glei
hzeitigund unabhängig voneinander. Eigens
haften des Systems könnenals Ziele dieses Spiels modelliert werden.Dabei bes
hränken wir uns auf deterministis
he Spiele mit endli-
hem Zustandsraum; trotz dieser Annahme gibt es einen deutli-
hen Unters
hied zu zugbasierten Spielen: Man muss für Spieler 1drei mögli
he Gewinnsituationen unters
heiden, nämli
h si
here,fast si
here und im Grenzwert si
here Gewinnzustände.In diesem Vortrag werden wir eine formale De�nition von neben-läu�gen Errei
hbarkeitsspielen geben und die jeweilige Bedeutungder drei Typen von Gewinnzuständen präzisieren. Ans
hlieÿendwerden wir sehen, dass si
h alle drei Zustandsmengen in Polyno-mialzeit bere
hnen lassen, und entspre
hende Gewinnstrategienangeben.Grundlage ist dabei der im Literaturverzei
hnis angegebene Arti-kel von L. de Alfaro, T. A. Henzinger und O. Kupferman.17. Juli 2006Mathias Häbi
h



1 Errei
hbarkeitsspieleWir wollen den Begri� des Spiels in unserem Sinne formal fassen und und sagen:De�nition 1.1 Eine (Zwei-Spieler-)Spielstruktur ist ein Quintupel
G = (S, M, Γ1, Γ2, δ),bestehend aus:

• einem endli
hen Zustandsraum S (den Spielkon�gurationen),
• einer endli
hen Menge M von Zügen (moves),
• zwei Abbildungen Γi : S → 2M \ {∅}, i ∈ {1, 2}, wel
he jedem Zustand die von diesem aus mögli
henZüge von Spieler 1 bzw. 2 zuordnen,
• sowie einer (partiellen) Übergangsabbildung δ : S × M × M → S, wel
he jedem Tripel (s, m1, m2) mit

mi ∈ Γi(s) einen Folgezustand zuordnet.Aus te
hnis
hen Gründen nehmen wir
Γi(s) = Γj(t) =⇒ i = j ∧ s = tan, sodass alle Züge sowohl in allen Zuständen als au
h für die beiden Spieler vers
hieden sind.Weiterhin de�nieren wir:De�nition 1.2i) Ein Pfad in G ist eine Folge σ = s0s1 · · · ∈ Sω, sodass für jedes k ∈ N0 je ein mk

i ∈ Γi(sk), i ∈ {1, 2},existiert mit sk+1 = δ(sk, mk
1 , mk

2). Die Menge aller Pfade bezei
hnen wir mit Ω.ii) Eine Spielstruktur G heiÿt zugbasiert, falls für jeden Zustand s ∈ S hö
hstens ein i ∈ {1, 2} existiert mit
|Γi(s)| > 1.De�nition 1.3 Ein Errei
hbarkeitsspiel (oder kurz Spiel) ist ein Paar G = (G, R), bestehend aus einer Spiel-struktur G und einer Menge R ⊆ S von Zielzuständen.Das Ziel von Spieler 1 ist es, einen Zustand in R zu errei
hen, das Ziel von Spieler 2 ist es, dies zu verhindern.Der Einfa
hheit halber nehmen wir an, dass R absorbierend ist, d.h. δ(r, Γ1(r), Γ2(r)) ⊆ R für alle r ∈ R.Da Spieler 1 nur einen Zustand aus R errei
hen muss, um zu gewinnen, ist es trivial, ein Spiel mit ni
ht-absorbierender Menge von Zielzuständen in ein äquivalentes Spiel mit absorbierender Zielmenge umzuwandeln.Als Gröÿe eines Spiels bezei
hnen wir die Zahl der �Einträge� der Übergangsabbildung δ, d.h.

|G| =
∑

s∈S

|Γ1(s)||Γ2(s)|.1.1 Zwei BeispieleDie folgenden beiden Beispiele illustrieren ni
ht nur die De�nitionen 1.2 und 1.3, sondern sind au
h für diespäteren theoretis
hen Überlegungen bedeutsam.
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Abbildung 1: Das Spiel Links-oder-Re
hts, Illustration aus [AHK℄.
Abbildung 2: Das Spiel Verste
ken-oder-Rennen, Illustration aus [AHK℄.1.1.1 Das Spiel Links-oder-Re
htsSpiel 1.4 (Links-oder-Re
hts) Spieler 1 wirft in jeder Runde einen S
hnellball entweder auf das linkeoder auf das re
hte Fenster eines Hauses. Glei
hzeitung und unabhängig davon muss si
h Spieler 2 ents
heiden,entweder hinter dem linken oder hinter dem re
hten Fenster zu stehen. Das Spiel endet mit einem Sieg fürSpieler 1, wenn Spieler 2 von einem S
hneeball getro�en wird.Das Spiel wird dur
h den folgenden Graphen bes
hrieben, wobei der Zielzustand dur
h einen doppelten Rahmenmarkiert ist:

swerfen sgetro�en
wirfR, stehLwirfL, stehR wirfR, stehRwirfL, stehL1.1.2 Das Spiel Verste
ken-oder-RennenSpiel 1.5 (Verste
ken-oder-Rennen) Spieler 1 verste
kt si
h hinter einem Hügel und ents
heidet injeder Runde, ob er si
h weiter verste
ken oder na
h Hause rennen will. Spieler 2 hat einen S
hneeball undents
heidet in jeder Runde, ob er diesen werfen will oder ni
ht. Wirft Spieler 2, während Spieler 1 rennt, tri�ter, und Spieler 2 gewinnt. Kann hingegen Spieler 1 na
h Hause rennen, ohne dass Spieler 2 wirft, oder wirftSpieler 2 seinen (einzigen) S
hneeball, während si
h Spieler 1 no
h verste
kt, gewinnt Spieler 1.Das Spiel wird dur
h den folgenden Graphen bes
hrieben:
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sverste
kensnass
ssi
her

sdaheimverste
ken, wartenrennen, werfen rennen, wartenverste
ken, werfen1.2 StrategienDe�nition 1.6 (Strategie) Sei D(M) die Menge der Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen auf der Menge der Zügeeiner Spielstruktur. Eine Strategie für Spieler i, i ∈ {1, 2}, ist eine Abbildung πi : S+ → D(M), wobei für alle
σ ∈ S∗ und s ∈ S gelte, dass πi(σs)(m) = 0 für m /∈ Γi(s). (Eine Strategie s
hreibt also nur erlaubte Spielzügevor.)Die Menge aller Strategien für Spieler i bezei
hnen wir mit Πi.1.2.1 Arten von StrategienWir unters
heiden vers
hiedene Arten von Strategien:De�nition 1.7 Eine Strategie π heiÿti) deterministis
h, falls für alle σ ∈ S+ ein m ∈ M existiert mit π(σ)(m) = 1,ii) zählend, falls π(σ1s) = π(σ2s) für alle σ1, σ2 ∈ S∗ mit |σ1| = |σ2|, d.h. die Strategie hängt nur vommomentanen Zustand und von der Anzahl der gespielten Runden ab,iii) von endli
hem Gedä
htnis, falls es ein n ∈ N gibt mit π(σs1 · · · sn) = π(s1 · · · sn) für alle σ ∈ S∗ und

sk ∈ S, k ∈ {1, . . . , n},iv) gedä
htnislos, falls π(σs) = π(s) für alle σ ∈ S∗ und s ∈ S.Die Diskussion von Gewinn- und Störstrategien erfolgt in Kapitel 1.3 (�Gewinnzustände�), ihre Bere
hnung inKapitel 2 (�Bere
hnung der Gewinnzustände�).1.3 GewinnzuständeGewinnzustände sind Spielzustände, aus denen Spieler 1 die Zielmenge R mehr oder weniger si
her errei
henkann; dabei müssen wir drei Arten von Gewinnzuständen unters
heiden:De�nition 1.8i) Si
here Errei
hbarkeit: Mit Sure(R) bezei
hnen wir die Menge der Zustände, von denen aus Spieler 1 Rsi
her errei
hen kann, d.h. s ∈ Sure(R) genau dann, wenn es ein π1 ∈ Π1 gibt, sodass für alle π2 ∈ Π2das Spiel irgendwann in R landet.ii) Fast si
here Errei
hbarkeit: Almost(R) sei die Menge der Zustände, von denen aus Spieler 1 R fast si
hererrei
hen kann. d.h. s ∈ Almost(R) genau dann, wenn es π1 ∈ Π1 gibt, sodass für alle π2 ∈ Π2 das Spielmit Wahrs
heinli
hkeit 1 in R landet.
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iii) Grenzsi
here Errei
hbarkeit: Limit(R) sei die Menge der Zustände, aus denen R mit einer Wahrs
hein-li
hkeit �beliebig nahe an 1� errei
ht werden kann, d.h. s ∈ Limit(R) genau dann, wenn es für jedes ε > 0eine Strategie π1 ∈ Π1 gibt, sodass für alle Strategien π2 ∈ Π2 das Spiel mit einer Wahrs
heinli
hkeit vonmindestens 1 − ε s
hlieÿli
h R errei
ht.O�enbar gilt stets Sure(R) ⊆ Almost(R) ⊆ Limit(R); es gibt Spiele, bei denen beide Inklusionen e
ht sind.Dies ist eine Besonderheit von nebenläu�gen Spielen; bei zugbasierten fallen die drei Mengen zusammen!1Im Spiel Links-oder-Re
hts ist die erste Inklusion e
ht, denn zu jeder deterministis
hen Strategie vonSpieler 1 gibt es (genau eine) deterministis
he Strategie von Spieler 2, sodass der Zielzustand nie errei
ht wird.Ents
heidet Spieler 1 hingegen in jeder Runde dur
h den Wurf einer fairen Münze zufällig, auf wel
hes Fensterer werfen will, so tri�t er in jeder Runde mit Wahrs
heinli
hkeit 1/2, also mit Wahrs
heinli
hkeit 1 irgendwann.Im Spiel Verste
ken-oder-Rennen ist die zweite Inklusion e
ht, denn Spieler 1 kann das Haus ni
ht mitWahrs
heinli
hkeit 1 errei
hen: Ents
heidet er si
h, zu warten, bis Spieler 2 seinen S
hneeball wirft, so wird ernie na
hhause kommen, wenn Spieler 2 ebenfalls einfa
h abwartet. Bes
hlieÿt er hingegen, zu einem Zeitpunktmit Wahrs
heinli
hkeit ε > 0 zu rennen, so kann Spieler 2 zum ersten sol
hen Zeitpunkt werfen, sodass Spieler 1mit Wahrs
heinli
hkeit ε getro�en wird. Eine Mögli
hkeit, mit beliebig hoher Wahrs
heinli
hkeit tro
ken na
hHause zu kommen, besteht darin, in jedem Zug mit konstant kleiner Wahrs
heinli
hkeit ε zu rennen.1.3.1 Gewinn- und StörstrategienDe�nition 1.9 Eine Gewinnstrategie für si
here (fast si
here, grenz-si
here) Errei
hbarkeit ist eine Strategie2für Spieler 1, sodass das Spiel für jeden Zustand s ∈ Sure(R) (s ∈ Almost(R), s ∈ Limit(R)) für alle Strategienvon Spieler 2 si
her (fast si
her, mit Wahrs
heinli
hkeit 1 − ε) in R landet.Eine Störstrategie für si
here (fast si
here, grenzsi
here) Errei
hbarkeit ist entspre
hend eine Strategie fürSpieler 2, sodass das Spiel für jeden Zustand s /∈ Sure(R) (s /∈ Almost(R), s /∈ Limit(R)) für alle Strategienvon Spieler 1 ni
ht si
her (mit Wahrs
heinli
hkeit < 1, mit Wahrs
heinli
hkeit < q < 1 für festes q) in R landet.Während si
h die Existenz von Gewinnstrategien sofort aus der De�nition der entspre
henden Gewinnzuständeergibt, ist die Existenz von Störstrategien ni
ht o�ensi
htli
h. Sie existieren jedo
h, wie wir sehen werden,tatsä
hli
h immer.Im Folgenden werden wir Algorithmen vorstellen, die die vers
hiedenen Arten von Gewinnzuständen in Poly-nomialzeit bere
hnen.2 Bere
hnung der GewinnzuständeDe�nition 2.1 (Zugbes
hränkung) Eine Zugbes
hränkung für Spieler i ist eine Abbildung γi : S → 2M mit
γi(s) ⊆ Γi(s). Die Menge der Zugbes
hränkungen von Spieler 1 bezei
hnen wir mit ∆.De�nition 2.2 Die Abbildung Pre1 : 2S × ∆ → 2S ist de�niert überPre1(U, γ) = {s ∈ S |∃m1 ∈ γ(s) ∀m2 ∈ Γ2(s) : δ(s, m1, m2) ∈ U } .Analog ist Pre2(U, γ) = {s ∈ S |∃m2 ∈ Γ2(s) ∀m1 ∈ γ(s) : δ(s, m1, m2) ∈ U } .Bea
hte, dass si
h die Zugbes
hränkung γ immer auf Spieler 1 bezieht!Die Abbildungen Prei sind o�enbar monoton im ersten Argument und verträgli
h mit Vereinigungen, d.h. esgilt Prei(U ∪ U ′, γ) = Prei(U, γ) ∪ Prei(U

′, γ).1Das liegt daran, dass man si
h bei deterministis
hen, endli
hen, zugbasierten Spielen mit vollständiger Information aufdeterministis
he Strategien für beide Spieler bes
hränken kann (es gibt immer einen �besten� Zug). Eine Familie von Strategien fürgrenzsi
here Errei
hbarkeit enthält damit notwendig eine Strategie für fast si
here Errei
hbarkeit, und fast si
here Errei
hbarkeitwiederum ist äquivalent zu si
herer Errei
hbarkeit.2Im Falle grenzsi
herer Errei
hbarkeit natürli
h eine Familie von Strategien!
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2.0.2 Si
here Errei
hbarkeitDies ermögli
ht bereits die Bere
hnung von Sure(R) vermöge einer Fixpunktiteration, wie der folgende Satzzeigt:Satz 2.3 (Sure(R))i) Sure(R) ist der kleinste Fixpunkt der Abbildung
Φ : 2S → 2S , U 7→ U ∪ Pre1(U, Γ1),wel
her R enthält, und ist damit der Grenzwert der Folge

R ⊆ Φ(R) ⊆ Φ2(R) ⊆ · · · .Dieser kann in linearer Zeit in der Gröÿe der Spielstruktur bestimmt werden.ii) Spieler 1 besitzt eine deterministis
he, gedä
htnislose Gewinnstrategie für si
here Errei
hbarkeit.iii) Spieler 2 besitzt eine gedä
htnislose Störstrategie für si
here Errei
hbarkeit. Diese kann im Allgemeinenni
ht deterministis
h gewählt werden.iv) Die Zeit bis zum Errei
hen von R ist für Zustände aus Sure(R) bes
hränkt dur
h die Gröÿe des Zustands-raumes.Die Bere
henbarkeit als Grenzwert folgt � wie in den folgenden Situationen ebenfalls � aus dem Fixpunktsatzvon Knaster-Tarski; die Beweise für die anderen Aussagen und die si
h ergebenden Gewinn- und Störstrategienunters
heiden si
h ni
ht von denen in zugbasierten Spielen.2.0.3 Fast si
here Errei
hbarkeitDie Bere
hnungen von Almost(R) und Limit(R) erfordern weitergehende Hilfsmittel:De�nition 2.4 Die Abbildungen Safei : 2S × ∆ → 2S werden de�niert überSafei(U, γ) =
⋃

{V ⊆ U |V ⊆ Prei(V, γ)}.Safei ist monoton im ersten Argument.Lemma 2.5i) Es gilt Safei(U, γ) ⊂ U und Safei(U, γ) ⊆ Prei(Safe i(U, γ), γ). Safei(U, γ) ist die gröÿte Menge mit diesenEigens
haften. Das bedeutet: Safei(U, γ) ist die gröÿte Teilmenge von U , für die Spieler i garantieren kann,sie im nä
hsten Zug ni
ht zu verlassen.ii) Safei(U, γ) ist der gröÿte Fixpunkt der Abbildung
Ψ : 2S → 2S, V 7→ V ∩ Prei(V, γ),wel
her in U enthalten ist, und ist damit der Grenzwert der Folge

U ⊇ Ψ(U) ⊇ Ψ2(U) ⊇ · · · .Dieser kann in linearer Zeit in der Gröÿe der Spielstruktur bestimmt werden.De�nition 2.6 Die Abbildung Stay1 : 2S → ∆ wird de�niert überStay1(U)(s) = {m1 ∈ Γ1(s) |∀m2 ∈ Γ2(s) : δ(s, m1, m2) ∈ U } .
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Algorithmus 1 Almost(R)Eingabe: Errei
hbarkeitsspiel G = (G, R)Ausgabe: Almost(R)fun
tion Almost(G)
U0 = S
γ0 = Γ1for k ≥ 0 do

Ck = Safe2(Uk \ R, γk)
Uk+1 = Safe1(Uk \ Ck, γk)
γk+1 = Stay1(Uk+1)if Uk+1 = Uk thenreturn Ukend ifend forend fun
tionStay1(U) ist die gröÿte Zugbes
hränkung für Spieler 1, die si
herstellt, dass das Spiel na
h einer Runde in Uliegt.Algorithmus 1 bere
hnet Almost(R). Die Terminierung ist hierbei dur
h Uk+1 ⊆ Uk gesi
hert. Die Korrektheitfolgt aus der Existenz von Gewinn- bzw. Störstrategien für Spieler 1 und 2 respektive, dazu sei im folgenden

m minimal mit Um+1 = Um.Gewinnstrategie für Spieler 1: Für s ∈ Um ziehe zufällig gemäÿ γm(s).Da das Spiel damit Um ni
ht verlässt und Spieler 2 das Spiel ni
ht auf Um \ R bes
hränken kann (Es ist
Cm = ∅!), errei
ht das Spiel mit Wahrs
heinli
hkeit 1 irgendwann einen Zustand in R.Störstrategie für Spieler 2: Für s ∈ Ck ziehe in Runde ℓ mit Wahrs
heinli
hkeit qℓ = 2−1/2ℓ zufällig gemäÿStay2(Ck, γk)(s), oder mit Wahrs
heinli
hkeit 1 − qℓ zufällig gemäÿ Γ2(s). Für s /∈

⋃
k Ck, s /∈ U ziehe zufälliggemäÿ Γ2(s).Diese etwas te
hnis
he Vors
hrift garantiert, dass das Spiel mit positiver Wahrs
heinli
hkeit in Ck �gefangen�bleibt, wenn es dort startet und Spieler 1 gemäÿ γk zieht. Zieht Spieler 1 ni
ht gemäÿ γk, so fällt es mit positiverWahrs
heinli
hkeit in Uk−1 \ Uk, wo es � sofern es in Ck−1 landet � wieder mit positiver Wahrs
heinli
hkeitgefangen wird usw. Insgesamt kann Spieler 1 ni
ht fast si
her gewinnen.Zusammenfassend gilt:Satz 2.7i) Algorithmus 1 bere
hnet Almost(R) in quadratis
her Zeit.ii) Spieler 1 besitzt eine gedä
htnislose randomisierte Gewinnstrategie für fast si
here Errei
hbarkeit. Diesekann im Allgemeinen ni
ht deterministis
h gewählt werden.iii) Spieler 2 besitzt eine zählende randomisierte Störstrategie für fast si
here Errei
hbarkeit. Diese kann imAllgemeinen ni
ht als von endli
hem Gedä
htnis gewählt werden.iv) Die Zeit bis zum Errei
hen von R ist unbes
hränkt. (Die erwartete Zeit ist jedo
h bes
hränkt.)Punkt iv) folgt aus sto
hastis
hen Überlegungen. Am Beispiel des Spiels Links-oder-Re
hts beoba
htet man,dass Spieler 1 mit der bere
hneten Gewinnstrategie (�wähle das Fenster dur
h den Wurf einer fairen Münze�) injeder Runde mit Wahrs
heinli
hkeit 1/2 gewinnt. Die erwartete Spieldauer ist damit ∑∞

k=0 k ·2−k = 2. Dass dieGewinnstrategie von Spieler 1 ni
ht immer deterministis
h sein kann, sieht man am Spiel Links-oder-Re
hts,das Spieler 1 o�enbar fast si
her gewinnen kann, jedo
h ni
ht mit einer deterministis
hen Strategie. (Spieler 2
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Algorithmus 2 Grenz�ü
htigkeitEingabe: Spielstruktur G, Zustandsmengen C ⊆ U ⊆ S, Zustand s ∈ CAusgabe: JA, falls s grenz�ü
htig ist bezügli
h C und U , NEIN sonstfun
tion Limit(G, C, U, s)
B−1 = ∅repeat for k ≥ 0

Ak = {a ∈ Γ1(s) : ∀b ∈ Γ2(s) (δ(s, a, b) /∈ U ⇒ b ∈ Bk−1)}
Bk = {b ∈ Γ2(s) : ∃a ∈ Ak δ(s, a, b) /∈ C}until Ak+1 = Ak ∧ Bk+1 = Bkif Bk = Γ2(s) thenreturn JAelsereturn NEINend ifend fun
tionbesitzt dann genau eine deterministis
he Gegenstrategie.) Dass die Störstrategie von Spieler 2 ni
ht immer vonendli
hem Gedä
htnis sein kann, ma
ht man si
h anhand des Spiels Verste
ken-oder-Rennen klar: WirftSpieler 2 irgendwann mit Wahrs
heinli
hkeit ε > 0, so tut er dies immer wieder, und Spieler 1 brau
ht nurabzuwarten. Anderenfalls kann Spieler 1 in der ersten Runde rennen.2.0.4 Grenzsi
here Errei
hbarkeitAu
h Limit(R) wird als Grenzwert einer absteigende Folge S = U0, U1, . . . bere
hnet. Der Algorithmus be-stimmt dazu in jeder Iteration eine Menge Ck ⊂ Uk \R von Zuständen, die ni
ht in Limit(R) liegen, und setzt

Uk+1 = Uk \ Ck.
Ck wird ebenfalls iterativ bestimmt. Dazu setzen wir C0

k = Uk \R und erhalten dur
h Entfernen von Zuständenwieder eine absteigende Folge C0
k , C1

k , . . .. Betra
hte dazu einen Zustand s ∈ Cj
k. Na
h Konstruktion sind dieZustände S \ Uk keine Gewinnzustände, also muss Spieler 1 verhindern, Uk zu verlassen. Glei
hzeitig muss erwegen Cj

k ∩ R = ∅ versu
hen, Cj
k irgendwann zu verlassen.Seien ξ1 ∈ D(Γ1(s)), ξ2 ∈ D(Γ2(s)) die von Spieler 1 und 2 verwendeten Verteilungen. Bezei
hnet p(s, ξ1, ξ2)(V )für eine Menge V ⊆ S die Wahrs
heinli
hkeit, dass das Spiel von s aus in einem Zug einen Knoten in V errei
ht,so betra
hten wir das Verhältnis

p(s, ξ1, ξ2)(S \ Cj
k)

p(s, ξ1, ξ2)(S \ Uk)
. (∗)Kann Spieler 1 dieses Verhältnis dur
h geeignete Wahl von ξ1 beliebig groÿ ma
hen, so kann Spieler 2 s ni
htdazu verwenden, das Spiel auf Cj

k zu bes
hränken. Denn wird s beliebig oft besu
ht, so wird die Wahrs
heinli
h-keit, dass das Spiel Cj
k verlässt, beliebig groÿ, während die Gefahr für Spieler 1, das Spiel dur
h das Verlassenvon Uk zu verlieren, beliebig gering ist.Kann Spieler 1 das Verhältnis (∗) jedo
h ni
ht beliebig groÿ ma
hen, so steht der Wahrs
heinli
hkeit, Cj

k zuverlassen, eine proportionale Gefahr gegenüber, Uk zu verlassen. Spieler 1 kann s also ni
ht nutzen, um Cj
k zuverlassen, ohne Gefahr zu laufen, das Spiel zu verlieren. Dies motivert die folgendeDe�nition 2.8 (Grenz-Flu
ht-Zustände) Für U, C ⊆ S heiÿt s ∈ S Grenz-Flu
ht-Zustand (limit-es
apestate) bezügli
h C und U , wenn

sup
ξ1∈D(Γ1(s))

inf
ξ2∈D(Γ2(s))

p(s, ξ1, ξ2)(S \ C)

p(s, ξ1, ξ2)(S \ U)
= ∞.
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Algorithmus 3 Cage(U)Eingabe: Errei
hbarkeitsspiel G = (G, R), Zustandsmenge U ⊆ S mit R ⊆ UAusgabe: Cage(U)fun
tion Cage(G, U)
C0 = U \ Rrepeat for j ≥ 0

Cj+1 = {s ∈ Cj : s ni
ht grenz�ü
htig bezügli
h Cj und U}until Cj+1 = Cjreturn Cjend fun
tionAlgorithmus 4 Limit(R)Eingabe: Errei
hbarkeitsspiel G = (G, R)Ausgabe: Grenzsi
here Errei
hbarkeitszustände Limit(U)fun
tion Limit(G)
U0 = Srepeat for k ≥ 0

Uk+1 = Uk \ Cage(Uk)until Uk+1 = Ukreturn Ukend fun
tionDer Algorithmus entfernt nun gerade die bezügli
h Cj
k und Uk grenz�ü
htigen Zustände aus Cj

k, um Cj+1
k zubilden; diese bere
hnet Algorithmus 2.Die Korrektheit sieht man wie folgt: Wir nennen einen Spielzug a ∈ Γ1(s) markiert, falls es ein k gibt mit

a ∈ Ak, und bezei
hnen das kleinste sol
he k mit ℓ(a). Analog verfahren wir für Spielzüge b ∈ Γ2(s) mit Bkstatt Ak.Angenommen, der Algorithmus liefert JA als Ergebnis. Dann sind alle Züge von Spieler 2 markiert, und damitau
h alle Züge von Spieler 1. Dies liefert eine ε-indizierte Familie von Verteilungen, die (∗) divergieren lässt:Sei für ε > 0 genügend klein ξ1[ε] diejenige Verteilung auf Γ1(s), die einen Spielzug a mit ℓ(a) > 0 mitWahrs
heinli
hkeit εℓ(a) spielt, und die übrigen Spielzüge mit ℓ(a) = 0 rein zufällig mit der verbliebenenWahrs
heinli
hkeit.Um zu zeigen, dass (∗) für ε → 0 divergiert, betra
hte einen Spielzug b ∈ Γ2(s). Dieser ist markiert, und esgibt einen Spielzug a ∈ Γ1(s) mit ℓ(a) = ℓ(b). Die Wahrs
heinli
hkeit, beim Spielen von b in dieser Runde
C zu verlassen, ist damit mindestens proportional zur Wahrs
heinli
hkeit, mit der a gespielt wird, oder εℓ(b).Andererseits besitzt jeder Zug a, der, zusammen mit b gespielt, zum Verlassen von U führt, eine e
ht gröÿereMarkierung als b, sodass die Wahrs
heinli
hkeit, in diesem Zug U zu verlassen, hö
hstens proportional zu
|Γ1(s)|εℓ(b)+1 ist. Dieses Argument funktioniert für alle Züge von Spieler 2, sodass das Verhältnis (∗) für ε → 0divergiert und s also grenz�ü
htig ist.Angenommen, der Algorithmus antwortet NEIN. Dann sind einige Züge von Spieler 2 ni
ht markiert; wirnehmen an, Spieler 2 spiele diese rein zufällig. Für einen Zug a von Spieler 1 gibt es nun zwei Mögli
hkeiten:

• a ist markiert. Dann bleibt das Spiel beim Spielen von a und einem beliebigen unmarkierten Zug b in Cgefangen, (∗) divergiert also ni
ht.
• a ist ni
ht markiert. Dann gibt es einen ni
htmarkierten Zug b, der, zusammen mit a gespielt, zum Ver-lassen von U führt. Da dieser mit konstanter Wahrs
heinli
hkeit gespielt wird, ist die Wahrs
heinli
hkeit,

U zu verlassen, proportional zu der Wahrs
heinli
hkeit, dass a gespielt wird, während die Wahrs
hein-li
hkeit, C zu verlassen, entweder 0 ist oder ebenfalls proportional zur Wahrs
heinli
hkeit, dass a gespieltwird. Also kann (∗) ni
ht divergieren.
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Damit haben wir alle Bausteine zusammen, um die grenzsi
heren Gewinnzustände zu bere
hnen. Wir gebenden Algorithmus in Pseudo
ode sowie den entspre
henden Satz aus Gründen der Vollständigkeit an.Algorithmus 3 bere
hnet zu einer Zustandsmenge U sowie einer Zielmenge R die gröÿte Teilmenge C ⊂ U \R,die keine grenz�ü
htigen Zustände bezügli
h C und U enthält; diese nennen wir Cage(U). Algorithmus 4bere
hnet s
hlieÿli
h Limit(R).Satz 2.9i) Algorithmus 4 bere
hnet Limit(R) (bei geeigneter Implementierung) in quadratis
her Zeit.ii) Spieler 1 besitzt eine Familie gedä
htnisloser Gewinnstrategien für grenzsi
here Errei
hbarkeit; diese kannim Allgemeinen ni
ht deterministis
h gewählt werden.iii) Spieler 2 besitzt eine gedä
htnislose Störstrategie. Diese kann im Allgemeinen ni
ht deterministis
h ge-wählt werden.Um den Algorithmus wirkli
h mit quadratis
her Laufzeit zu implementieren, muss Algorithmus 3 optimiertwerden; siehe dazu [AHK℄.Sei m minimal mit Um+1 = Um. Dann lauten die Strategien für die beiden Spieler wie folgt:Gewinnstrategie für Spieler 1: Für s ∈ Cj
m \Cj+1

m ziehe gemäÿ der Strategie, die zeigt, dass s grenz�ü
htigist bzgl. Cj
m und Um.Störstrategie für Spieler 2: Für s ∈ Uk \Uk+1 ⊆ Cage(Uk) ziehe gemäÿ der Strategie, die zeigt, dass s ni
htgrenz�ü
htig ist bzgl. Cage(Uk) und Uk.Ein Beispiel für die Ni
htexistenz gedä
htnisloser Gewinnstrategien ist wieder das Spiel Links-oder-Re
hts;dass die Störstrategie von Spieler 2 ni
ht immer deterministis
h gewählt werden kann, sieht man an der Variantedes Spiels, die na
h einer Runde mit einem Sieg für Spieler 2 endet, wenn er ni
ht getro�en wurde.Literatur[AHK℄ L. de Alfaro, T. A. Henzinger, O. Kupferman. Con
urrent Rea
hability Games. EECS Department,University of California, Berkeley. 1998.
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