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Fiir eine gegebene aussagenlogische Formel gibt es im wesentlichen zwei Moglichkeiten,
um festzustellen, dass sie giiltig (bzw. unerfiillbar) ist: die Wahrheitstafel oder ein Kalkiil, der
sich auf syntaktische Umformungen der betrachteten Formel stiitzt. Es gibt viele verschiedene
Kalkiile, die sich wiederum in zwei Gruppen einteilen lassen:

e Kalkiile, die als Grundlage von automatischen Verfahren dienen (Beispiel: Resolutions-
kalkiil)

e Kalkiile, die mathematisches Schliefen nachbilden (Beispiel: Hilbert-Kalkiil)

Ein Beispiel fiir die erste Gruppe von Kalkiilen haben wir mit dem Resolutionskalkiil bereits
kennengelernt. Mit dem Hilbert-Kalkiil - benannt nach dem Mathematiker David Hilbert
(1862-1943) - wird jetzt ein Vertreter der zweiten Gruppe vorgestellt. Verglichen mit dem
Resolutionskalkiil ist der Vollstindigkeitsbeweis fiir den Hilbert-Kalkiil komplexer, enthélt
aber viele interessante Konzepte, die typisch fiir mathematisches Schlieflen sind, und die im
Resolutionskalkiil in dieser Form nicht vorkommen.

Die folgende Darstellung stiitzt sich auf [KL94, Eic93].

1 Grundlegende Definitionen

Es gibt mehrere verschiedene Hilbert-Kalkiile. In der von uns betrachteten Version des Hilbert-
Kalkiils beschrénken wir uns auf Formeln, die nur aus dem einstelligen Operator = (Negation)
und dem zweistelligen Operator — (Implikation) bestehen. Diese beiden Operatoren sind
bekanntermafien bereits vollstandig fiir die Aussagenlogik.

Das grundlegende Prinzip des Hilbert-Kalkiils ist einfach: es gibt fiinf Formelschemata,
sogenannte Axiome, aus denen sich weitere Formeln entweder durch Instanziierung (Einset-
zen) oder durch eine Schlufiregel, den sogenannten Modus Ponens, herleiten lassen. Es ist
relativ offensichtlich, dass man auf diese Weise nur giiltige Formeln enthélt, die viel schwie-
rigere Frage ist, ob man auch alle giiltigen Formeln enthilt. Wenn sich eine Formel F' im
Hilbert-Kalkiil herleiten 148t, so schreiben wir - F' (vergleiche dies mit der Notation = F,
die besagt, dass F' giiltig ist). Verallgemeinert schreiben wir auch M F F, wobei M eine
Menge von Formeln ist, was besagen soll, dass F' aus den Axiomen und aus den Formeln in
M herleitbar ist (vergleiche dies mit der Notation M = F).



Axiome: Der Kalkiil, den wir betrachten, stiitzt sich auf folgende fiinf Axiome oder vielmehr
Axiomenschemata, da jedes Axiom fiir eine unendliche Menge von Formeln steht.

1 —(G—F)

4

(1) F

(2)

(3) (~F — -G) — (G — F)
(4) F— (-F = G)

(5)

5 (-F —F)—F

Dabei stehen F, G, H fiir beliebige aussagenlogische Formeln. Man kann leicht zeigen, dass
die Axiome (1)—(5) immer giiltige Formeln darstellen, gleichgiiltig, welche Formeln man fiir
F, G, H einsetzt.

Der Begriff der Ableitung im Hilbert-Kalkiil beschreibt nun formal, wie man eine Formel
F aus den Axiomen und einer gegebenen Formelmenge M herleiten kann.

Definition 1.1 (Ableitung im Hilbert-Kalkiil) Sei M eine Menge von Formeln - auch
Menge von Hypothesen genannt - und F' eine Formel. Wir schreiben M + F und sagen F
ist im Hilbert-Kalkil aus M herleitbar, genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

Axiom: F entspricht einem der oben angegebenen Axiomenschemata (in diesem Fall heifit
F Instanz eines Azioms) oder

Hypothese: F' € M oder
Modus Ponens: es gilt M -G — F und M -G

Die oben beschriebene Schlufiregel Modus Ponens kann auch folgendermafien notiert wer-
den (in Worten: aus G — F und G kann F' abgeleitet werden).

M + G—F
M F G
M + F

Beispiel 1: Sei F eine beliebige Formel. Wir zeigen im folgenden eine Ableitung von F' — F
aus der leeren Hypothesenmenge, d.h., wir zeigen - F' — F

. FF—-(G—F)—F) Instanz von Axiom (1)
FIF = (G = F)=F))
- ((F—=(G—F))— (F—F)) Instanz von Axiom (2)
3. F(F—-(G—F))—(F—F) Modus Ponens aus 1. & 2.
4. FF—-(G—F) Instanz von Axiom (1)

5 FF - F Modus Ponens aus 3. & 4.



Beispiel 2: Wir zeigen ——F - F' fiir eine beliebige Formel F'.

1. ==FF —==F — (m——=F — —==F) Instanz von Axiom (1)

2. ——FF -—F Hypothese

3. —FkF-——=F — —-=F Modus Ponens aus 1. & 2.
4. —=FF (==—=F — ==F) - (=F — —=——F) Instanz von Axiom (3)

5. ——FF -F — - F Modus Ponens aus 3. & 4.
6. ——FF (-F——--=F)— (——=F —F) Instanz von Axiom (3)

7. —FF-—F—>F Modus Ponens aus 5. & 6.
8 ——FFF Modus Ponens aus 2. & 7.

2 Korrektheit

Wenn man einen Kalkiil definiert hat, so interessiert man sich vor allem fiir die Korrektheit
und Vollsténdigkeit:

Korrektheit: Folgt aus der Ableitbarkeit im Kalkiil auch die semantische Folgerung? Anders
ausgedriickt: Folgt aus M + F stets M | F?

Vollstéindigkeit: Folgt aus der semantischen Folgerung immer auch die Ableitbarkeit im
Kalkiil? Anders ausgedriickt: Folgt aus M = F stets M + F?

Im allgemeinen ist die Korrekheit eines Kalkiils relativ einfach zu beweisen,der Beweis wird
normalerweise durch Induktion iiber die Ableitung gefiihrt. Vollstandigkeit ist normalerweise
schwieriger zu beweisen. Daher zeigen wir zunéchst die Korrektheit.

Theorem 2.1 (Korrektheit des Hilbert-Kalkiils) Sei F' eine belicbige aussagenlogische
Formel, M eine Menge von Formeln und es gelte M = F. Dann folgt daraus auch M = F.

Beweis: Wir zeigen diese Aussage durch Induktion iiber die Ableitung M + F'.

Axiom: Wir nehmen an, dass F' die Instanz eines Axioms ist, woraus man folgern kann, dass
F giiltig ist. Fiir eine giiltige Formel F' gilt M = F fiir jede beliebige Menge M.

Hypothese: In diesem Fall ist I’ ein Element aus M. Sei A eine Belegung, die ein Modell
fiir M ist. Daraus folgt unmittelbar A(F) = 1 und damit M = F.

Modus Ponens: Wir nehmen an, dass M - G — F und M G gilt und dass M + F mit
Hilfe des Modus Ponens aus diesen Ableitungen hergeleitet wurde. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt dann M =G — F und M | G.

Sei nun A ein Modell von M. Dann gilt A(G — F) =1 und A(G) = 1. Also muf nach
der Wahrheitstafel fiir die Implikation auch A(F') = 1 gelten und es folgt M |= F.



3 Voriiberlegungen zum Vollsténdigkeitsbeweis

Wir iiberlegen uns nun kurz, wie man die Vollstéindigkeit des Kalkiils zeigen kénnte. Wir
miissen dazu beweisen, dass aus M |= F stets M F F folgt. Induktion iiber die Ableitung
wie beim Korrektheitsbeweis ist hier offensichtlich nicht moglich. Alternativ wire es moglich,
Induktion iiber den strukturellen Aufbau von F' zu fithren. Aber schon der Induktionsanfang
scheint sehr schwierig zu sein. Wir miifiten fiir eine atomare Formel A zeigen, dass aus M = A
immer M F A folgt. Aber um M F A zu zeigen, miiste man eine Ableitung von A, aufbauend
auf den Axiomen, den Hypothesen in M und dem Modus Ponens, angeben. Wie soll das
funktionieren?

Wir gehen also einen anderen Weg, der zunéchst darin besteht, verwandte Konzepte auf
der Kalkiil-Ebene und der semantischen Ebene zu identifizieren. Wir zeigen unter anderem,
dass F und |=, sowie Konsistenz (wird noch definiert) und Erfiillbarkeit einander entsprechen.

4 Deduktionstheorem

Auf dem Weg zum Beweis der Vollstandigkeit benotigt man nun einige Hilfssétze, sogenannte
Lemmata (Plural von Lemma). Das erste Lemma ist relativ offensichtlich und einfach zu
beweisen. Es besteht aus zwei Teilen und besagt folgendes: Wenn man zusétzlich Hypothesen
zu M hinzufiigt, so kann man immer noch alle Formeln herleiten, die vorher hergeleitet werden
konnten. Man kann natiirlich jetzt evtl. mehr Formeln als vorher ableiten. Des weiteren kann
man Formeln, die bereits aus einer Teilmenge von M ableiten kann, aus der Hypothesenmenge
entfernen.

Lemma 4.1 Seien F,G Formeln und M, M’ Mengen von Formeln.
(1) Falls M+ F und M C M’ gelten, so gilt auch M'+ F.

(2) Es gelte M' = F und M C M'. Auferdem gelte fiir alle G € M’ — M, dass M + G.
Dann folgt daraus M + F.

Beweis: Beide Beweise sind relativ einfach, wir geben nur kurze Hinweise und fiihren die
Beweise selbst nicht im Detail aus.

(1) Einfache Induktion iiber die Ableitung M + F.

(2) Durch Induktion iiber die Ableitung M’ b F. Die Verwendung einer Hypothese G €
M' — M wird in der Ableitung M + F durch eine Ableitung von G aus M ersetzt.

a

Der erste wichtige Zwischenschritt zum Beweis der Vollstédndigkeit ist das folgende Deduk-
tionstheorem. Im wesentlichen beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt und in den folgenden
Abschnitten damit, zu zeigen, dass sich - analog zu |= verhilt. Und fiir = kann man auf ein-
fache Weise zeigen, dass M U {F'} = G genau dann gilt, wenn M E F — G.

Theorem 4.2 (Deduktionstheorem) Fs gilt MU{F'} - G genau dann, wenn M - F — G.

Beweis:



<: Es gelte M F F — G. Dann gilt nach Lemma 4.1(1) auch M U{F} F F — G. Auerdem
gilt M U{F} F F. Mit dem Modus Ponens erhélt man dann M U {F'} - G.

=: Es gelte M U {F} F G. Wir fiithren Induktion iiber die dazugehorige Ableitung und
unterscheiden die folgenden Fille. Nur im letzten Fall muf} die Induktionsvoraussetzung
verwendet werden.

G = F: In diesem Fall folgt M - F' — F aus dem Beispiel in Abschnitt 1 und Lem-
ma 4.1(1).

Axiom/Hypothese: Es gelte G # F und G sei entweder die Instanz eines Axioms
oder es gelte G € M. In diesem Fall gilt M + G. Auflerdem folgern wir M - G —
(FF — @) als Instanz von Axiom (1). Aus dem Modus Ponens ergibt sich dann

MEF — G.
Modus Ponens: Es gilt MU{F} + H —- Gund MU{F}+ Hund M U{F} G
wurde aus den ersten beiden Ableitungen mit Hilfe des Modus Ponens hergeleitet.

Aus der Induktionsvoraussetzung konnen wir dann schlieffen: M + F — (H — G)
und M F F — H. Mit Axiom (2) erhélt man M + (F — (H — G)) — (F —
H) — (F — @)). Zweimalige Anwendung des Modus Ponens ergibt dann M F
F—@G.

a

Mit Hilfe des Deduktionstheorems kann man nun zwei Aussagen herleiten, die im weiteren
Verlauf des Vollstandigkeitsbeweises noch Bedeutung haben werden. Die erste dieser Aussagen
besagt im Wesentlichen, dass man, sobald man eine Formel F' und deren Negation —F herleiten
kann, jede beliebige Formel herleiten kann. Die zweite Aussage besagt, dass —=F niemals zur
Herleitung von F' beitragen kann.

Lemma 4.3 Seien F, G beliebige Formeln. Folgende Aussagen gelten im Hilbert-Kalkil:
(1) F,-F+FG
(2) MU{=F}F F genau dann, wenn M + F

Beweis:

(1) Mit Axiom (4) erhalten wir - F' — (=F — G). Zweimalige Anwendung des Dedukti-
onstheorems ergibt dann F,—F - G

(2) Wir nehmen zunéchst an, dass M U {—=F} - F gilt. Mit dem Deduktionstheorem folgt
dann M + —F — F. Aufierdem folgt mit Axiom (5), dass M + (=F — F) — F gilt.
Dann folgt M F F mit Hilfe des Modus Ponens.

Die umgekehrte Richtung folgt direkt aus Lemma 4.1(1).



5 Konsistenz

Zusétzlich zur Analogie von F und |= fithren wir einen weiteren Begriff ein, der eine Analogie
auf der semantischen Seite hat: den Begriff der Konsistenz einer Menge, der - wie wir erst
noch beweisen miissen - analog zur Erfiillbarkeit ist.

Definition 5.1 (Konsistenz) Eine Menge M von Formeln heif$t konsistent, falls es keine
Formel F gibt, fiir die sowohl M & F als auch M &= —F gilt. Die Menge M heifit inkonsistent,
falls sie nicht konsistent ist.

Eine Menge M von Formeln heifit maximal konsistent, falls sie konsistent ist und fiir jede
Formel F gilt: F € M oder -F € M.

Jede maximal konsistente Menge enthélt natiirlich unendlich viele Formeln.

Falls eine Menge M inkonsistent ist, d.h., falls sich aus M eine Formel und deren Nega-
tion ableiten lassen, so ldssen sich erstaunlicherweise bereits alle moglichen Formeln aus M
ableiten.

Lemma 5.2 Sei M eine Menge von Formeln. Es gilt M v G fiir alle Formeln G genau dann,
wenn M inkonsistent ist.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass M + G fiir alle Formeln G gilt. Damit gibt es auch
eine Formel F, fiir die M - F und M F —F gilt, womit die Inkonsistenz von M gezeigt ist.
Sei nun M inkonsistent. Damit gibt es eine Formel F fiir die gilt M = F und M F —F.
Nach Lemma 4.3(1) gilt F,—F F G. Mit Lemma 4.1(1) folgt dann M U {—F, F'} F G und aus
Lemma 4.1(2) kénnen wir M + G herleiten. O

Eine konsistente Menge M kann konsistent erweitert werden, wenn man fiir eine gegebene
Formel F' die Formel F selbst oder deren Negation zu M hinzufiigt. Unter Umsténden kénnen
auch beide Mengen konsistent sein.

Lemma 5.3 Sei M eine konsistente Menge und sei F' eine beliebige Formel. Dann gilt: M U
{F} konsistent oder M U{—=F} konsistent.

Beweis: Wir nehmen an, dass M konsistent ist und dass sowohl M U{F'} als auch M U{-F'}
inkonsistent sind. Dann gilt mit Lemma 5.2: M U{=F} F F und M U{F} - —=F. Aus der
ersten Aussage folgt mit Lemma 4.3(2), dass M F F gilt. Da M U{F} + =F und M + F
gilt, dann kann man aus Lemma 4.1(2) folgern, dass M + —F gilt. Daraus folgt aber, dass M
bereits inkonsistent ist, was einen Widerspruch zur Voraussetzung darstellt. a

Wir miissen jetzt noch zwei Zwischenschritte machen, bevor wir zeigen kénnen, dass aus
der Konsistenz einer Menge auch deren Erfiillbarkeit folgt. Der erste Zwischenschritt heifit
Lindenbaumscher Erweiterungssatz. Warum dieser Satz niitzlich ist, kann man sich mit folgen-
der Uberlegung klarmachen: Wenn wir zeigen wollen, dass eine konsistente Menge M erfiillbar
ist, so miissen wir eine konkrete Belegung A angeben, die ein Modell fiir alle Formeln in M
ist. Dazu miissen wir jeder atomaren Formel A, die in M vorkommt, einen Wahrheitswert
zuordnen. Wenn A in M enthalten ist, so ist diese Zuordnung eindeutig, wir miissen A(A4) = 1
setzen. Falls = A in M enthalten ist, so miissen wir A(A) = 0 setzen. Was machen wir aber,
wenn weder A noch —A in M enthalten sind? Bei einer maximal konsistenten Menge kann



dieser Fall nicht eintreten, entweder A oder —A sind in der Menge enthalten. Daher verwen-
den wir folgenden Trick: wir erweitern eine konsistente Menge M zunichst zu einer maximal
konsistenten Menge und bestimmen dann fiir diese die Belegung A.

Folgender Satz besagt, dass man tatséchlich jede Menge M entsprechend erweitern kann.
Man beachte, dass diese Erweiterung nicht eindeutig ist, sondern von der im Beweis verwen-
deten Formel-Aufzihlung abhingt.

Satz 5.4 (Lindenbaumscher Erweiterungssatz) Jede konsistente Menge M kann zu ei-
ner mazximal konsistenten Menge M mit M C M erweitert werden.

Beweis: Wir erweitern M folgendermaflen: Sei Fyy, Fy, Fy, F3, ... eine (unendlich lange) Aufzéh-
lung aller Formeln. Diese Aufzéhlung kann man beispielsweise folgendermaflen erhalten: Man
erzeugt fiir alle i = 1,2, 3, ... alle Formeln der Lénge kleiner gleich i, die nur atomare Formeln
Aj mit j < i enthalten. Dabei kann man bereits frither erzeugte Formeln aus der Aufzéhlung
weglassen.

Es gelte My = M und wir bestimmen M, induktiv aus M; wie folgt:

Moss — M; U{F;} falls M; U{F;} konsistent
T My U{=F} sonst

Aus Lemma 5.3 und mit vollsténdiger Induktion folgt dann, dass alle der unendlichen vielen
Mengen M; konsistent sind.

Wir definieren M = U2, M; und zeigen, dass auch M konsistent ist. Angenommen, M
wiire nicht konsistent, dann gibt es nach Definition 5.1 eine Formel F fiir die M F F und
M + —F gilt. Nach der Definition von Ableitungen kénnen auch nur endlich viele Formeln aus
M fiir diese Herleitungen benutzt worden sein. Es gibt daher bereits eine Menge M;,, die alle
diese Formeln enthélt und es gilt auch M;, = F und M;, - —F. Damit ist M;, inkonsistent,
was im Widerspruch zum oben Gezeigten steht. Damit ist also M konsistent.

Die Menge M ist aber auch maximal konsistent, denn jede Formel F wird irgendwann
aufgezéhlt, was bedeutet, dass entweder F oder —F in M enthalten ist. a

Um im Beweis zu Satz 5.6 erfolgreich Induktion iiber den Aufbau einer Formel fithren zu
konnen, bendtigt man noch einige Eigenschaften maximal konsistenter Mengen.

Lemma 5.5 (Eigenschaften maximal konsistenter Mengen) Fiir eine mazimal konsi-
stente Menge M gilt:

(1) Fiir alle Formeln F gilt F' € M genau dann, wenn M F F.

(2) Fliir alle Formeln F gilt -F € M genau dann, wenn F' & M.

(8) Fiir zwei Formeln F,G gilt F — G € M genau dann, wenn F & M oder G € M.
Beweis:

(1) Aus F € M folgt unmittelbar M + F. Es gelte nun also M F F. Nach Definition 5.1
muf} entweder FF € M oder —=F € M gelten. Wiirde —=F € M gelten, so kénnte man
M F —F folgern und M wére inkonsistent, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Daher
gilt F e M.

(2) Diese Eigenschaft maximal konsistenter Mengen ergibt sich direkt aus Definition 5.1.



(3) Wir nehmen zunéchst an, dass F' — G € M gilt und zeigen, dass F' ¢ M oder G € M.
Falls F' ¢ M, so sind wir fertig, andernfalls gilt F' € M und aus (1) folgt M + F. Aus
MF F — G und M F F kann man mit dem Modus Ponens M F G ableiten. Und
daraus folgt mit (1) G € M.

Es gelte nun F ¢ M oder G € M und wir zeigen F' — G € M. Wir unterscheiden die
folgenden zwei Fille:

e Sei F' ¢ M, dann folgt daraus, dass =F € M und wir erhalten folgende Ableitung;:

1. M + =F wegen ~F € M

2. M + —-F— (-G — —F) Axiom (1)

3. M + -G —-F Modus Ponens aus 1. & 2.
4. M F (-G — -F)— (F— Q) Axiom (3)

5 M + F—G Modus Ponens aus 3. & 4.

e Sei G € M, dann ergibt sich folgende Ableitung;:

1. M + G wegen G € M
2. M F G- (F—G) Axiom (1)
3. M F F—-@G Modus Ponens aus 1. & 2.

In beiden Fillen ergibt sich also M + F — G und daraus schlieBen wir mit (1) F' —
GeM.

a

Wir zeigen nun, wie angekiindigt, dass eine konsistente Menge immer auch erfiillbar ist.
Es gilt tibrigens auch die andere Richtung: Jede erfiillbare Menge ist konsistent. Dies kann
man relativ leicht zeigen.

Satz 5.6 (Konsistenz und Erfiillbarkeit) Jede konsistente Menge M ist erfillbar.

Beweis: Sei M eine konsistente Menge, die sich nach Satz 5.4 zu einer maximal konsistenten
Menge M erweitern 1i8t. wenn M erfiillbar ist, dann muf auch M erfiillbar sein. Wir definieren
nun eine Belegung A wie folgt: Fiir eine atomare Formel A gilt A(A) = 1 genau dann, wenn
A € M. Wir zeigen nun fiir eine beliebige Formel F' durch strukturelle Induktion iiber den
Formelaufbau, dass A(F) = 1 gilt, genau dann, wenn F € M.

Atomare Formel: Sei F' = A eine atomare Formel. Dann gilt nach Definition von A, dass
F = A € M genau dann, wenn A(F) = A(A) = 1.

Negation: Es gelte ' = =G. Mit der Induktionsvoraussetzung und Lemma 5.5(2) folgern
wir: A(F) = 1 gdw. A(-G) = 1 gdw. A(G) = 0 gdw. G ¢ M gdw. -G € M gdw.
FeM.

Implikation: Es gelte FF = F; — F,. Mit der Induktionsvoraussetzung und Lemma 5.5(3)
folgert man: A(F) = 1 gdw. A(F; — F) = 1 gdw. A(Fy) = 0 oder A(F,) = 1 gdw.
F ¢Modeng eﬁgdw. P — 5 eﬁgdw. Fe M.

a



6 Vollstindigkeit

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass aus M |= F stets M + F folgt. Dazu machen wir folgende
Betrachtung: Zunéchst einmal gilt M = F genau dann, wenn M U {—=F} unerfiillbar ist. Wir
wir in Lemma 6.1 sehen werden, gilt analoges auch im Kalkiil: Es gilt M + F genau dann,
wenn M U{—F} inkonsistent ist. Also bleibt, um die Vollsténdigkeit zu beweisen, nur noch zu
zeigen, dass aus der Unerfiillbarkeit einer Menge deren Inkonsistenz folgt. Dies haben wir mit
Satz 5.6 bereits getan. Wie wir bereits gesehen haben, ist es einfacher, von der Ableitbarkeit
im Kalkiil auf den semantischen Folgerungsbegriff zu schlieflen. Auch der Beweis von Satz 5.6
argumentiert in diese (einfachere) Richtung.

Lemma 6.1 Es gilt M = F genau dann, wenn M U {—=F} inkonsistent ist.

Beweis: Falls M = F, dann gilt auch M U{=F} F F'. Auerdem gilt offensichtlich M U{—-F} -
—F und damit ist M U {—=F'} inkonsistent.

Es sei nun M U {—F} inkonsistent. Dann folgt mit Lemma 5.2, dass M U {—F'} I F. Und
mit Lemma 4.3(2) folgt dann M + F. O

Das folgende Theorem und der Beweis fassen nur noch die weiter oben erlduterten Ideen
zusammen.

Theorem 6.2 (Vollstindigkeit des Hilbert-Kalkiils) Sei F' eine beliebige aussagenlogi-
sche Formel, M eine Menge von Formeln und es gelte M = F. Dann folgt daraus auch
M&EF.

Beweis: Es gelte M |= F, dann kann man daraus schliefen, dass M U {—F'} unerfiillbar ist.
Dann muf} die Menge M U {—F'} aufgrund von Satz 5.6 inkonsistent sein. Und daraus folgt
mit Lemma 6.1, dass M - F. O

Bemerkung: Eigentlich sind Axiom (4) und Axiom (5) gar nicht unbedingt nétig, um die
Vollsténdigkeit des Hilbert-Kalkiils zu erreichen. Diese beiden Axiome kénnen bereits aus den
restlichen drei Axiomen hergeleitet werden (siche Anhang A).
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A Verkleinerung der Axiomenmenge

Wie weiter oben bemerkt, kann man auf die Axiome (4) und (5) verzichten, weil sie aus den
anderen Axiomen herleitbar sind. Es ist zu beachten, dafl die beiden letzten Axiome nicht zur
Herleitung des Deduktionstheorems (Theorem 4.2) verwendet wurden, wir kénnen also dieses
Theorem einsetzen, um die Ableitbarkeit der beiden Axiome aus den ersten drei Axiomen zu
zeigen.



Wir zeigen zunéchst, da§ = F = F' — G im Kalkiil herleitbar ist, wobei nur die Axiome (1)
(3) verwendet werden.

1. -FF-F Hypothese

2. -FF-F — (-G — —F) Instanz von Axiom (1)

3. " FF-G—-F Modus Ponens aus 1. & 2.
4. -F+ (-G — -F)— (F—G) Instanz von Axiom (3)

5. - FFF -G Modus Ponens aus 3. & 4.

Aus -F + F — G kann dann durch mehrmalige Anwendung des Modus Ponens - F —
(-F — G) hergeleitet werden. Dies entspricht Axiom (4).

UmF (-F — F) — F zu zeigen, beweisen wir zunéchst die sogenannte KettenschluBregel:
F —- G,G - HF F — H. Dazu zeigt man zunéchst F, F — G,G — H + H (zweimalige
Anwendung des Modus Ponens) und leitet dann die Kettenschlufiregel mit Hilfe des Deduk-
tionstheorems ab.

Jetzt konnen wir - (—=F — F) — F beweisen:

1. F=F— (-~(=-F— F)— —F) Instanz von Axiom (1)
2. F(—-=(-F—F)—-F)—

(F — —(~F — F)) Instanz von Axiom (3)
3. F=F—(F—~(-F—F)) Kettenschluf aus 1. & 2.

4. F(-F - (F - ~(-F = F))) —
(nF - F)— (-F — =(=F — F))) Instanz von Axiom (2)

5. F(=F - F)— (-F - ~(=F — F)) Modus Ponens aus 3. & 4.
6. " F—-FF-F——(-F—F) Mit Ded.thm. aus 5.
7. F —>FF(F—>~-(-F—F))—
(nF—F)—F) Instanz von Axiom (3)
8. -F—FF(-F—F)—>F Modus Ponens aus 6. & 7.
9. -F—FFF Mit Ded.thm. aus 8.
10. F(-F —=F)—F Mit Ded.thm. aus 9.

Damit haben wir gezeigt, dal man auch ohne Axiom (5) auskommen kann.
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