Unentscheidbarkeit des Giiltigkeitsproblems

Wir gehen in zwei Schritten vor

e Das Terminierungsproblem ist unentscheidbar
Es gibt kein Programm, welches als Eingabe ein Programm P
und eine Belegung (3 der Variablen von P akzeptiert und
entscheidet, ob P mit (3 als Anfangsbelegung terminiert.

e \Wenn das Terminierungsproblem entscheidbar ware, dann ware
auch das Giiltigkeitsproblem entscheidbar

1/14



Unentscheidbarkeit von Terminierung

Wir betrachten nur Programme mit Variablen tiber N
Wir nehmen an, dass die Variablen des Programms x1, x5, ... heilen

Fakt: Programme konnen als Zahlen kodiert werden.

Fakt: Es gibt zwei Programme, die andere Programme kodieren und
dekodieren

e Der Kodierer. Eingabe: eine Zahl n. Ausgabe: das Programm 11,
mit dem Code n, falls n ein Programm kodiert, sonst KP

e Der Dekodierer. Eingabe: Ein Programm P. Ausgabe: der Code
von P, d.h., die Zahln mit P =11,
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Annahme: Es gibt ein Programm T'(n, m), welches fiir jedes Paar
n,m € N terminiert mit

KP falls n kein Programm kodiert

JA falls n ein Programm kodiert und
IT,,(m) terminiert

NEIN sonst

Wir zeigen, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt
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Der Widerspruch

Fakt: Aus der Annahme folgt, dass es ein Programm T"(n) gibt,
welches
(mit JA) terminiert falls n ein Programm kodiert und

I1,,(n) nicht terminiert
nicht terminiert sonst

Sei nun k der Code des Programms 17, d.h. 1I, = T".
Wir haben:

T'(k) terminiert T’ (k) terminiert nicht
= Il (k) terminiert nicht = Il (k) terminiert
= T'(k) terminiert nicht = T'(k) terminiert

Damit ist die Annahme falsch.
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Unentscheidbarkeit des Giiltigkeitsproblems

Wir ordnen jedem Programm P und Variablenbelegung (3
eine Formel ¢pg der Pradikatenlogik zu mit

¢p5 Ist gU|tIg
genau dann, wenn

das Programm P mit der Anfangsbelegung 3 terminiert

Die Formel ¢p s kann von einem Programm konstruiert werden.

Daraus folgt, dass kein Programm das Giiltigkeitsproblem der Pradika-

tenlogik losen kann!
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Prog

YATRTS

if-goto-Programme

{: Zuw

{: goto !

¢ :if x; # 0 then goto ¢’

¢ : halt

Prog ; Prog

;=0 | z;:=ux
rii=x;+1 | zi=x;—1

112(3]...

(Zuweisung)
(unbedingter Sprung)
(bedingter Sprung)
(Terminierung)

(Hintereinanderausfiihrung)
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Beispiel

1: if xr1 =0 then goto 4;
2: 1=z — 1;

3. goto 1;

4. halt

Behauptung: if-goto-Programme konnen alle anderen Programme
simulieren.

Konsequenz: Es gibt kein Programm, egal in welcher Sprache, fiir die

Terminierung von if-goto-Programmen
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Notationen und Definitionen

Mit k bezeichnen wir die Anzahl der Anweisungen von P
(Die letzte Anweisung ist immer halt)

Mit n bezeichnen wir die Anzahl der Variablen von P
(D.h. die Variablen von P sind x1,...,x,)

Eine Konfiguration von P ist eine Tupel (Z,mq,...,m,) € N**!,
Z bezeichnet die aktuelle Anweisung und my, ... m,, die aktuelle
Belegung der Variablen

Konvention: die Nachfolgekonfiguration einer Konfiguration der Gestalt

(k,mq,...,my) ist wieder (k,mq,...,my)
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Symbole der Formel ¢p

R, Pradikatensymbol, (n + 2)-stellig;
<, Pradikatensymbol, 2-stellig;

f, Funktionssymbol, 1-stellig;

0, Konstante.
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Eine Interpretation A

Universum: N

<A ist die gewdhnliche Ordnung auf N

04 =0
f“ ist die Nachfolgerfunktion, i.e., f4(n) =n +1
RA(s, Z,mq,...,my) =1 wenn (Z,mq,...,my) die

Konfiguration von P nach s Schritten ist (fiir die
Anfangsbelegung ().
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Die Hilfsformel 1p;

Ypg= Yo A R(O,8) AN P AN .. N P

Unter der Interpretation A besagt R(0, ), dass 3 die
Anfangsbelegung des Programms P ist

Unter der Interpretation A beschreibt ¢, miti € {1... .k — 1} die
Wirkungsweise der i-ten Zeile von P. Zum Beispiel:

e Wenn die i-te Zeile der Gestalt i: z; :=z; + 1 ist, dann

Vi = VaVyp...Vy, (
R(xz,i,y1,...yn) —
}%Lf(x)7jmj)7yl7'°'yﬁ—lyf(yj)ﬂyT+lv'°°7yn)
)
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e Wenn die i-te Zeile der Gestalt 1i: if z; = 0 then goto j ist,
dann

v, = VaVyp ... Vy, (
R([C,i,yl,...yn) —
( xj =0 A R(f(aj))j)ylaayn)

—(z; =0) A R(f(x), f(), 91, yn)




Yo garantiert, dass unter allen Interpretationen < eine Ordnung ist
mit O als kleinstem Element, dass stets z < f(x) gilt, und dass f(x)
der unmittelbare <-Nachfolger von x ist

Yo = VaVy(zr <y — —(y<z)) A
VaVyVz((z <y Ay < z) —x < z) A
Vr(0<zVO0=2x) A
Ve(x < f(x)) A
VaVz(x <z — (f(z) < 2V f(x) = 2)
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Die Formel ¢p;

Wir setzen

¢P,5 — ¢P,5 — Elleyl .. Elyn R(ZIZ', ka Yty - - - 7yn)

Wir haben
¢pp Ist glltig

genau dann, wenn

das Programm P mit der Anfangsbelegung 3 terminiert
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