Resolution (Idee)

(FVAYAN(F'V-A) =(FVAAN(F'V-A)N(FVF

Aus der Herleitung der leeren Disjunktion (= leere Klausel) folgt
Unerfiillbarkeit.

Zwei Fragen:

e Kann man aus einer unerfiillbaren Formel immer die leere
Klausel herleiten? (Vollstandigkeit)

e Gibt es eine Moglichkeit, die Herleitung kompakter
aufzuschreiben?

Vorteile der Mengendarstellung

Man erhilt automatisch:

o Kommutativitat:
(AV B) = (BV A),
beide dargestellt durch {A, B}

e Assoziativitat:
(AVvB)vC)=(AV (BV(Q)),
beide dargestellt durch {A, B, C'}

e Idempotenz:

(AV A) = A,
beide dargestellt durch {A}
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Mengendarstellung

e Klausel: Menge von Literalen (Disjunktion).
{A, B} stellt (AV B) dar.
e Formel: Menge von Klauseln (Konjunktion).
{{A, B}, {—A, B}} stellt (AV B) A (=AV B)) dar.

Die leere Klausel (= leere Disjunktion) ist dquivalent zu einer
unerfiillbaren Formel. Diese wird auch mit O bezeichnet.

Die leere Formel (= leere Konjunktion) ist dquivalent zu einer
gliltigen Formel.
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Resolvent (1)

Definition: Seien K, K5 und R Klauseln. Dann heiBt R Resolvent
von K; und K, falls es ein Literal L gibt mit L € K; und L € K,
und R die Form hat:

R= (K, —{L})U(K,—{L}).

Hierbei ist L definiert als

- _74/1i falls L = Alli,
xlli falls L = "74/11



Resolvent (I1)

Wir stellen diesen Sachverhalt durch folgendes Diagramm dar
(Sprechweise: R wird aus K7, K5 nach L resolviert).

Ferner: falls K1 = {L} und K5 = {L}, so entsteht die leere Menge
als Resolvent. Diese wird mit dem speziellen Symbol O bezeichnet,
das eine unerfiillbare Formel darstellt.
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Definition von Res(F)

Definition: Sei I’ eine Klauselmenge. Dann ist Res(F') definiert als
Res(F) = FU{R | R ist Resolvent zweier Klauseln in F'}.
AuBerdem setzen wir:
Res’(F) = F

Res"™ (F) = Res(Res"(F)) flirn >0

und schlieBlich sei

Res™(F) = U Res™(F).

Resolutions-Lemma

Resolutions-Lemma: Sei F' eine Formel in KNF, dargestellt als
Klauselmenge. Ferner sei R ein Resolvent zweier Klauseln K; und K,
in F'. Dann sind F und F' U {R} &quivalent.

Beweis: Folgt direkt aus

(Fy VAN (Fy vV —A) = (FyL VA AN (Fy VAN (FLV E)
N N’ N e N e e e

K1 Ko K Ko R
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Aufgabe

Angenommen, die Formel F' enthilt n atomare Formeln. Dann gilt
fir Res™(F):

A |Res’(F)|<2" B |Res*(F)[ <4

C |Res*(F)| kann beliebig groB werden

Dabei bezeichnet |Res™(F)| die Anzahl der Elemente in Res*(F').




Resolutionssatz Beweisidee (1)

Induktion liber die Anzahl der atomaren Formeln.

Hier: Induktionsschritt mit n +1 =4
Wir zeigen nun die Vollstandigkeit der Resolution:

R ) F = {{A1}7{_‘A2aA4}a{ﬂA17A27A4}7{A37_'A4};{ﬂAlv_‘A?);_‘Aél}}
Resolutionssatz (der Aussagenlogik):

Eine Klauselmenge F' ist unerfiillbar genau dann, wenn O € Res™(F).
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Beweisidee (1) Beweisidee (1)
Induktion liber die Anzahl der atomaren Formeln. Induktion liber die Anzahl der atomaren Formeln.
Hier: Induktionsschritt mit n +1 =4 Hier: Induktionsschritt mit n +1 =4
F — {{A1}7 {_‘AQa%}a {ﬁAla AQ)M}) Ma {m}} F — {{A1}7 M M {A37 _'>Q}a {ﬁAla _‘A?)a _‘>Q}}
Fo = {{A1}, {-A2}, {~41, Ao} } Fo = {{A1}, {-A2}, {~41, Ao} }

Fr={{Ai}, {As}, {~A1, ~As}}



Beweisidee (I1)

FU Fl
{ﬁAz} {ﬁAl Az} {Ar} 5 {ﬁAl —-As3}

{méh {ﬂA }
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Beweisidee (I1)

FU Fl
{"AZ; A-l} {"Ala A27 A4} {Al} {Afﬂa “A4} {ﬁAlf “*437 “A4}

{—|A1,A|} \\\ 7-&1[}
{As} {—As}
L]

Beweisidee (I1)

F Fy
{"AZ; A-l} {"Al; A27 A4} {Al} {Afﬂa “A4} {ﬁAlf “‘437 “A4}

{—Ay, Ay} {~A;,—A}

(A (~Ay)
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Definition

Eine Deduktion (oder Herleitung oder Beweis) der leeren Klausel aus
einer Klauselmenge F' ist eine Folge von Ky, K, ..., K,, von
Klauseln mit folgenden Eigenschaften:

K, ist die leere Klausel und fiir jedes i = 1,...,m gilt,
daB K; entweder Element von F' ist oder aus gewissen
Klauseln K,,K}, mit a,b < i resolviert werden kann.

Eine Klauselmenge ist unerfiillbar genau dann, wenn eine Deduktion
der leeren Klausel existiert.



Resolutionskalkiil

Mit dem Begriff Kalkiil bezeichnet man eine Menge von
syntaktischen Umformungsregeln, mit denen man semantische
Eigenschaften herleiten kann.

e Syntaktische Umformungsregeln: Resolution, Stopp bei
Erreichen der leeren Klausel

e Semantische Eigenschaft: Unerfiillbarkeit

Wiinschenswerte Eigenschaften eines Kalkiils:

e Korrektheit: Wenn die leere Klausel aus F' abgeleitet werden
kann, dann ist I unerfillbar.

e Vollstandigkeit: Wenn F' unerfiillbar ist, dann ist die leere
Klausel aus F' ableitbar.
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Beispiel

Wir wollen zeigen, daB

((AKVBE)AN(AK — BEK)A(BKARL — ~AK)ARL) — (~AKABK)

giiltig ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

(AKVBEK)A(=AKV BK)A(=BKV-=RLN=AK)ANRLA(AKV—-BK)

unerfiillbar ist. (Wegen: F' — G giiltig gdw. F' A =G unerfiillbar.)
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