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Aufgabe 7.1

Es sei
C={0:00,0:01,...,0:59,1:00,...,23:59}
die Menge von ”Uhrzeiten” und die folgende Abstraktion
Ap = {Morgen, Vormittag, Mittag, Nachmittag, Abend, Nacht, L, T}

mit den Konkretisierungen

~v(Morgen) = {7:30,...,10: 30}

~v(Vormittag) = {10:00,...,12:00}

~(Mittag) = {11:30,...,14: 00}

~v(Nachmittag) = {15:00,...,16:45}

~(Abend) = {17:30,...,22:00}

~(Nacht) = {23:00,...,23:59}U{00:00,...,6:00}
v(L) =0

7(T) = C

gegeben.
(a) Erweitern Sie Ay durch moglichst wenig zusitzliche Elemente zu einem vollsténdigen Verband A.

(b) Falls A nicht wohlgeformt ist, so dindern Sie A entsprechend ab. Machen Sie sich klar, dass fiir je zwei a,b € A
ein ¢ derart existieren muss, dass v(c) = v(a) N~y(b) gilt (Warum?).

(¢) A wird um das Element Uni mit (Uni) = {8:00,...,17: 15} zu A’ erweitert.
Uberpriifen Sie, ob A’ noch immer ein wohlgeformter, vollstandiger Verband ist und passen Sie A’ notfalls an.

Hinweis: Tragen Sie die Zeitintervalle auf einen Kreis (bzw. mehrere konzentrische Kreise) ein. Die Skizze muss dabei
nur korrekt die C-Relation darstellen, damit an ihr die bendtigten Eigenschaften iiberpriift werden kénnen.

Aufgabe 7.2

Betrachten Sie folgendes Programm:

var
X : integer;
y : integer;
begin

(lp) if isEven( x )
(l1) then y = 2
(I2) else y = —2;

(1) if x = 0
(I5) then y := 1;
(lg) else y := 3;
(I7)

d



Zur Konstantenerkennung soll der Wert einer Variable durch einen Wert aus

Ay = integer U {T, L}

abstrahiert werden. Die Konkretisierung ist durch o(v) = {v} fiir v € integer und ~o(T) = integer,vo(L) = 0
gegeben.

(a)
(b)

Wie lautet die entsprechende Abstraktionsabbildung ayg : 28" — A,? Vergleiche auch Aufgabe 7.3 - (f).

Die moglichen Speicherbelegungen des obigen Programms sind durch C := 2inteserxinteger gooehen. ., be-
zeichnen die Projektionen auf die z- bzw. y-Werte eines Elements ¢ € C, z.B. ergibt sich fiir ¢ = {(4,5), (3,4)} €
C 7y(c) = {4,3} und 7 (c) = {4,5}.

Die Abstraktion a, der Variable x ergibt sich dann zu og o 7, entsprechend wird y durch o, := a9 o 7,
abstrahiert. Eine Teilmenge ¢ € C' wird dann durch (s (c), ay(c)) abstrahiert, fir das obige ¢ ergibt sich also
(T, T).

Entsprechend ist die Konkretisierung v((a, b)) = vo(a) X vo(b).
Geben Sie entsprechend der Vorlesung die abstrakten Zuweisungen und Filter fiir die obigen Anweisungen an.

Berechnen Sie nun die abstrakten Speicherbelegungen fiir das obige Programm - die Variablen seien dabei zu
Beginn uninitialisiert.

Berechnen Sie ebenfalls unter Verwendung der Sammelsemantik die abstrakten Speicherbelegungen an jedem
Programmpunkt und vergleichen Sie diese mit den Werten aus der letzten Teilaufgabe.

Beschreiben Sie eine angepasste Abstraktion fiir integer, unter welcher x bei I4 noch als konstant erkannt wird
bei Verwendung der Sammelsemantik.

Aufgabe 7.3 Galois-Verbindungen - nicht relevant fiir die Priifung

Sei (O, <) ein vollstiandiger Verband (z.B. C = 2%, <:=C und X die Menge der moglichen Variablenbelegungen),
(A, ) eine partiell geordnete Menge, o : C — A, v : A — C Abbildungen mit

Vae A,ce C:alc) Casc<y(a),

d.h. (e, y) eine Galois-Verbindung zwischen (C, <) und (4, C).

(a)

Zeigen Sie, dass fiir beliebiges a € A, ¢ € C stets ¢ < yo a(c) und ao vy(a) C a gilt.
Zur Erinnerung o bezeichnet die Komposition von Funktionen, d.h. a o y(a) = a(y(a)).
Tipp: Beginnen Sie mit der Tautologie v(a) < 7y(a).

Erinnerung: Eine Abbildung f : (X,Cx) — (Y, Cy) zwischen zwei partiell geordneten Mengen heift monoton,
falls aus © Cx 2’ stets f(z) Cy f(a’) folgt. Die Komposition zweier monotoner Funktionen ist offensichtlich
auch wieder monoton.

Zeigen Sie, dass a und v monoton sind unter Verwendung der vorangegangenen Aufgabe.

Zeigen Sie, dass v = yoa oy und @ = a oo« gilt. Tipp: Wie iiblich die Fille v(a) < v o a o v(a) und
v(a) > vy oaovy(a) getrennt zeigen. Fiir > sind die ersten beiden Teilaufgaben hilfreich, < folgt direkt aus den
Voraussetzungen mit einem &hnlichen Ansatz wie in der ersten Teilaufgabe. Analog fiir a.

Folgern Sie damit, dass auch yoaovyoa=voaund aoyoaoy= o gilt.
Zeigen Sie, dass a genau dann surjektiv ist, falls v injektiv ist. Verwenden Sie die letzte Teilaufgabe hierfiir.

Uberlegen Sie sich, warum es unter dem Gesichtspunkt einer Abstraktion sinnvoll ist zu fordern, dass a surjektiv
bzw. v injektiv sein soll.

Zeigen Sie unter Verwendung der beiden vorangegangenen Teilaufgaben, dass v genau dann injektiv ist, falls,
aoy=1idy gilt.

Bemerkung: Damit ist dquivalent: («, ) reduziert, v injektiv, o surjektiv, coy = id 4. id 4 sei dabei die Identitéit
auf A.



(f)

(korregiert) Sei (c,7y) eine Galois-Verbindung. Zeigen Sie, dass

v(a)=\/{ce Clalc) Ca}
und
a(c) ={a € 4] c < (a)}

gilt - wobei in beiden Fillen das Supremum bzw. Infimum existiert, auch wenn (C, <) bzw. (A,C) keine
vollstdndige Verbénde sein miissen.

Hiermit folgt dann, dass mit « (bzw. 7) auch bereits v (bzw. «) eindeutig festgelegt ist - soweit sich a (bzw. 7)
zu einer Galois-Verbindung ergénzen lésst.

Sei m : C — C eine Abbildung mit 7 monoton, ¢ < 7(c) und 7o 7(c) = 7(c) fiir alle ¢ € C. 7 verhilt sich
also so, wie man es von einer Uberapproximation erwarten wiirde, = verliert keine Zustéinde, und mehrmalige
Approximation derselben Menge fithrt immer auf dasselbe Ergebnis. Weiter sei ¢ : 7(C) — C : p — p die
formale Einbettung von 7(C) in C - ¢ dient nur dazu, formal (7, ) als Galois-Verbindung schreiben zu kénnen.

Zeigen Sie, dass (7, ) tatséchlich eine reduzierte Galois-Verbindung ist zwischen (C, <) und (7(C), <).

Bemerkung: Insbesondere erfiillt v o o diese Bedingungen nach dem bereits Gezeigten. Ist somit erst eine
Galois-Verbindung («,7) gefunden, so kann man einfach durch Ubergang zu (v o a(C), <) eine reduzierte
Galois-Verbindung erhalten.

Zeigen Sie, dass in einer reduzierten Galois-Verbindung a C b < v(a) < v(b) gilt.

Bemerkung: So war die partielle Ordnung C in der Vorlesung gerade definiert worden fiir die dort betrachtete
Abstraktion.

Sei (o, 7) eine reduzierte Galois-Verbindung. Zeigen Sie, dass (A4, C) mit (yoa(C), <) identifiziert werden kann.
D.h. die Abstraktionen, welche iiblicherweise betrachtet werden, konnen stets in (C, <) eingebettet werden.
Sei (a,y) eine reduzierte Galois-Verbindung ist. Zeigen Sie, dass dann (A, C) ein vollstéindiger Verband ist.

Hinweis: Nach dem letzten Ergebnis miissen Sie nur zeigen, dass (y(A4), <) ein vollstdndiger Verband ist. Jede
Teilmenge T' von «(A) hat nach Voraussetzung ein Supremum \/ 7T in in (C,<). Im Allgemeinen wird \/ T
jedoch nicht in (y(A), <) existieren (siehe z.B. 7.2). Zeigen Sie, dass aber v o a(\/T) das Supremum von 7T in

(v(A), <) ist.

Untersuchen Sie ebenfalls, wie es sich mit dem Infimum verhélt, d.h. stimmt das Infimum auf y(A4) mit dem
auf C' iiberein, oder gilt dasselbe wie im Fall des Supremums?

Zusammenfassung;:

Aus den vorangegangenen Teilaufgaben wissen Sie nun, dass im Fall einer reduzierten Galois-Verbindung (o, )
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

e (A, C) ist ein vollstdndiger Verband.
e aLbey(a) <)
e alc)={ac A|c<~(a)}.
Das heif3t, jede reduzierte Galois-Verbindung ist eine wohlgeformte Abstraktion im Sinne der Vorlesung.

Auf den Folien 331 und 334 (in Acroread: 339 und 342) finden Sie die entsprechenden Beweise dafiir, dass jede
wohlgeformte Abstraktion bereits eine reduzierte Galois-Verbindung ist.

Bei der Abstraktion von Programmen hat man u.U. mehrere Galois-Verbindungen (o, ;) zwischen (C, <) und
(A;, C;) fiir i € I, vergleiche z.B. Aufgabe 7.2, dort waren die A; gleich, jedoch die Abstraktionen «; verschieden.

Die kanonische Konstruktion der Abstraktion (A4,C), welche alle (A;, C;) umfasst, ist (wie iiblich) iiber das
mengentheoretische Produkt A := [],.; A; definiert, wobei die Ordnung C auf A wieder punktweise definiert
ist, d.h. es gilt (a;)ier C (bs)ier genau dann, wenn fiir alle i € I a; C; b; gilt.

Die Abstraktion « geschieht dann ebenfalls punktweise: a(c) := (a;(c))icr. Wie Sie in dieser Aufgabe bereits
gezeigt haben, muss dann y((a;)icr) = V{c € C | a(c) C (a;)icr} gelten, damit («,~y) eine Galois-Verbindung
sein kann.

Zeigen Sie, dass genauer y((a;)icr) = N{vi(a;) | i € I} gilt.



Hinweis: Auf Grund der Eindeutigkeit von ~ reicht es zu zeigen, dass es sich bei («, v) um eine Galois-Verbindung
handelt, falls v gerade durch die letzte Gleichung definiert wird.



