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Abstract 1.4. Markierter Graph

Dieses Dokument definiert zichst den Begriff desGra- G = (V, E,¢,%) heiRt markierter Graph mit Knotenmar-
phen”. Danach werden diverse Graphenalgorithmen vor- yjerungsmengel und Kantenmarkierungsmengg falls G
gestellt, wobei einerseits die Idee, andererseits die Imple-gin (ungerichteter/gerichteter) Graph ist und

mentierung des Algorithmus beschrieben wird und auf die

Laufzeit eingegangen wird. Es wird grundlegendes Suchen 1. ¢ : V — A total ist

wie Tiefen- und Breitensuche, die Berechnung des minima-

len Spannbaums und auf das Problem d@zé&sten Weges 2.1 : E — Btotalist

(ssst,ssat,apsp) eingegangen. Desweiteren wird die Fluf3-

optimierung in Netzwerken, dle_PIaneﬂitund der _Schnltt 2. Darstellungen von Graphen

von Graphen behandelt, wobei letzteres auf einer spezi-
ellen Darstellung beruht. Als Anwendung im Compiler-
bau werden Schleifen in FluRgraphen untersucht. Als Ab-Es gibt unterschiedliche interne Darstellungen eines Gra-
schluR werden Graphenprobleme zusammengefaft, welchehen, iamlich die Darstellung als:

als hartrackig befglich ihrer Laufzeit klassifizert werden. ) _ _
1. Inzidenzliste: Sowohl Knoten als auch die Kanten

werden in separaten Listen gespeichert. Jeder Kanten-
eintrag beinhaltet eine Referenz zum Quellknoten und

1. Allgemeinesiiber Graphen Zielknoten.

1.1. Ungerichteter Graph 2. Adjazenzliste: Auch hier werden die Knoten in einer
Liste gespeichert. Die Referenzen zu allen Nachbarn

G = (V, E) heifst (endlicher,) ungerichteter Graph, falls jedes einzelnen Knotens sind alle in einer Liste gespei-

1. V eine endliche Menge ist. (Knotenmenge) chert.

2. E C {{u,v} | u,v € V,u # v} (Kantenmenge) 3. Adjazenzmatrix Fir G = (V,E) undn = |V| be-
BemerkungHierbei sind zuachst keine Schlingen erlaubt, schreibt einen x n-Matrix den Graphen. Wenn die
desweiteren gibt es keine Multikanten. Menge der Knoten nun al® = {1,...|V|} umbe-

nannt werden, isfl; ; = 1 genau dann wen(i, j) €
1.2. Gerichteter Graph E und0 sonst. Bei gewichteten Graphen wird bei ei-
ner bestehenden Kante statt deben die Gewichtung
G = (V, E) heil3t (endlicher,) gerichteter Graph, falls (i, j) eingetragen.
1. V eine endiiche Menge ist. Falls der Graph ungerichtet sein sollte, gibti@sdlle3 Dar-
2 ECV XV stellungsarten eben dieddlichkeiten, entweder jede Kante
{u,v} einfach einzutragen, so daR eine Kante uarachv
1.3. Gewichteter Graph odervon v nachu filhrt, oder dal? es sowogine Kante von

u nachwv als aucheine Kante vorv nachu gibt.
G = (V, E, ) heilt gewichteter Graph mit Kantengewich- Bei der Analyse der Laufzeit wird jedoctbbhstens zwi-
ten ausR™, falls G ein (ungerichteter/gerichteter) Graph ist schen der Darstellung mit Adjazenzlisten und -matrizen
undJ eine totale Funktionisti : £ — R verglichen.



3. Suchen ¢ Entscheidung, olé7 planar bzw. eine Einbettung falls
dies der Fall ist-{ 5)

3.1. Tiefensuche )
3.2. Breitensuche

9e9:G = (V, E)

ges: Systematisches Besuchen aller Knoten, wobei in die
Tiefe gesucht werden soll.

9eg:G = (V. E)

ges: Systematisches Besuchen aller Knoten, wobei in die
Breite gesucht werden soll.
Vorgehen:Zunachst setzen wir alle beteiligten Knoten auf

nicht besucht. Das Hauptprogramm der Breitensuche ist mit dem Haupt-

programm der Tiefensuche identisch. Sobald ein Knoten be-

for all veV { arbeitet wurde, wird er alshesucht* gekennzeichnet und
besucht[ v] := false; aus der Warteschlange gstht. Danach werden alle noch
} nicht besuchten Nachbarknoten in eine Warteschlange hin-
i= 0 zugefigt. Derjenige Knoten, welcher zuerst in die Warte-
schlange gekommen ist, habliere Prioriat als sgter hin-
for all veV { zugekommene. Dies wird solange wiederholt bis die War-
if besucht] v] = false { teschlange leer ist. Am Anfang besitzt die Warteschlange
i= i1 lediglich den Knoten, von welchem die Suche beginnt.
i-te Zusammenhangskomp. Aufwand: O(|V| + |E|) bei Adjazenzlisten und(|V|?)
Dfs( v); bei Adjazenzmatrizen.
}
}

3.3. Dijkstra-Algorithmus (f Ur ssat und ssst)

Dies ist nun die eigentliche Tiefensuchfunktion, welch_e geg:G = (V, E, ) ein gewichteter Graph (gerichtet oder
vom oben angegebenen Hauptprogramm aufgerufen W'rd'ungerichtet) und € V.

void Dfs( veV){

if (0 besucht] o]) { ges:Alle kiirzesten Wege vosnachv,v € V' \ {s}(single
besucht] ] := true; source all targets shortest paths).
Knoten v bearbeiten; VorgehenHierbei wird V in 3 disjunkte Menger3 U U U
for all  weV:(vw)ek { R = V unterteilt. B ist die Menge der bereits besuchten
Dfs( w); Knoten fir welche der krzeste Weg induktiv feststeht. Die
} MengeR beschreibt die Menge der Randknoten, welche al-
} lesamt einen Sciizwert besitzen/ entspricht der Menge
} der noch unbesuchten Knoten. Der Dijkstra-Algorithmus ist
Aufwand:O(|V|+|E|) bei Adjazenzlisten un@(|V |2) bei ein gieriges Verfahren. Nach jeder Iteration wisdmit ge-
Adjazenzmatrizen. nau einem Knoten erweitert und zwar mit dem € R,

] welches den kleinsten Satzwert besitzt. &r diesen Kno-
Abwandlungen: Abwandlungen der Tiefensuche, welche (o stent die Bnge des Erzesten Wegs endbig fest.
ebenfalls allesamt linearen Aufwand besitzen sind folgendepje scratzwerte aller Nachbarm von vo mussen unter
Probleme: Umstinden aktualisiert werden, falls ¢ B, denn dann
ist der Kirzeste Weg bereits bekannt. Fallsc R kann es

o Auffinden aller Zyklen eines Graphen (gerich- moglich sein, dal3 derikzeste Weg nuiiberv fluhrt, falls

tet/ungerichtet) w € U kannw in R aufgenommen werden und @thnun
o Auffinden aller strengen Zusammenhangskomponen-€inén Schtzwert. Das Verfahren ist dann beendet, wenn
ten die Randknotenmengg leer ist, denn dann gibt es keinen
Nachbarn mehr, zu welchem ein Weg vom Startknoten
¢ Auffinden aller Artikulationspunkte fuhren kann.

o Auffinden aller (direkten) Dominatoren eines gerichte- FORALL veV DO
ten Graphen d[v] := o0;
oD
e Topologische Ordnung eines Graphen d[s] := to;



B :={s};
R:={ve V|(s,v) e E};
FORALL v € RDO d[v] := §((s,v)); OD
WHILE R # () DO
vo := ein Knoten ausk mit d[ve] < d[v] fir alle
vE R,

BZ:BU{’UQ};

RZ:R\{'U()};

FORALL w eV : (vp,w) € E ANw ¢ BDO
IF we RTHEN

IF d[w] > d[vo] + 6((vo, w))
d[w] := d[vo] + 6((vo, w));

Fl

ELSE
R:= RU{w};
d[w] = d[vo] + 6((vo, w));

Fl

oD
oD

Aufwand: Falls der Graph dicht ist, eignet sich die Ver-
wendung einer einfachen Listérfdie Randknotenmenge.
Hierbei betagt der Aufwand?D(|V|?). Ist der Graph aller-

dings licht, eignet sich die Verwendung eines Heaps f

die Randknotenmenge, wobei der Aufwand dadurch auf

O((|[V|+1E])log(|V|)) beschankt ist. Achtung jedoch bei

thode, welche nach dem Prinzip des Dynamischen Pro-
grammierens vorgeht. Es werden nacheinandér i(f =

1...]V]) GraphenG; gebildet, wobeiGy, = G ist. Die

Menge der Knoten seien nui = {1...|V|}.Dabei gilt
fur G, = (Vi, E;,0;), daB fir u,v € V mitu < v und
(u,v) € E; genau dann, wenn es einen Weg vonachv

gibt, so daRR auf diesem Weg kein Knoteni vorkommt.
9;((u,v)) sei dann die Bnge diesesikzesten Weges$+; |

[alkt aus? und G; bestimmen. Die Bngen aller krzesten
Wege sind dann ity enthalten.

for w:=1to |V]| do
for v:=1to |V| do
D[u,v] := 0((u,v));
od
od
for ¢:=11to |V| do
for w:=1 1t |V| do
for v:=1to |V| do
if D[u,v] > D[u,i]+D[% v] then
D[u, v] := D[u, i + D[4, v];
end if
od
od
od

Aufwand:Der Aufwand des Floyd-Algorithmus isi(|V|?)

der Verwendung von Heaps bei dichten Graphen, denn danigemerkung:Um die beteiligten Knoten jedesiikzesten

kann der Aufwand au®(|V'|2log(|V|)) steigen.

Fur das single source single target-Problem (d@nzé&ste
Weg von Knoten: zum Knotenv) scheint der Algorithmus
nicht geeignet, da viele Knotenaglicherweise unitig be-

trachtet werden, doch man kann den Aufwand verringern,

wenn man zu& den Umkehrgraphed’ fur v verwendet
und nun immer abwechselnd Dijkstra akifund G’ anwen-
det, also voru aus aufG arbeitet und vorv aus aufG’.
Das Verfahren ist dann beendet, wenn es einen Kngten

Wegesu — v zu erhalten, gdingt es sich zu merken, wel-
chesi € V den Kirzesten Weg als letztes modifiziert hat.
Danach kann man rekursiv mit;, ) und (¢, v) weiterma-
chen.

3.5. minimale Spanntaume

Spannender Baum:Sei G = (V, E, ) ungerichtet, ge-
wichtet gegeben’ = (V, E’) heil3t spannender Baum zu

gibt, welcher in beiden Besuchsmengen enthalten ist. Da-¢; f3)Is i/ ein Baum ist und/ ¢’ € E’ gilt ¢’ € E.

nach gibt es noch Falle zu unterscheiden. Entweder der
kirzeste Weg von nachv fuhrt Uber g, wobei wir seine
Lange schon kennen. Oder ddirkeste Weg ithrt direkt
von derB-Menge zuG in die B von G’. Man kann nun die
Randmenge vot mit der B-Menge vonG’ schneiden und
testen, ob entsprechende WedeZer sind als das bisher
bekannte Minimum.

3.4. Floyd-Algorithmus (apsp)

geg:G = (V, E,§)

ges:Fur alle Knotenpaare, v € V' den Kirzesten Weg von
u nachv (all pairs shortest paths).

Vorgehen: Man konnte nairlich |V|-mal den Dijkstra-

Minimaler Spannbaum: SeiG = (V, E, ) ungerichtet,
gewichtet gegeber3 = (V, Ep,dg,) mit Eg C E heil3t
minimaler Spannbaum von G=>

ZSGEB 5(6) S ZG’GEB/ 6(6/)

fur jeden minimalen SpannbauBivon B
BemerkungDer minimale Spannbaum muf3 nicht eindeutig
sein.

Verfahren von Kruskal
geg:G = (G, E, §) ungerichtet, gewichtet.

ges:Minimaler Spannbaun® vonG.

Vorgehen:U sei die Menge der noch zu untersuchenden

Algorithmus starten. Es gibt aber auch eine elegantere Me-Kanten.Eg sei die Menge der beteiligten Kantenih



U:=F; B:=(;
Vx € V: =z ist seine eigene Menge
while  (|B|]<n—-1and U #0) {
wahle e € U mit kleinstem Wert
sei e={x,y};
if Find( z) # Find( y) {
B :=BU{e};Union( z,y);
}

U:=U\U{e};
¥
if (|Bl<n-1)

Put( G ist nicht zusam-
menhangend’);
else

Put( B sind alle Kanten eines MSB’);

Hierbei ist Find( z) die zu x geldrende Knotenmen-
ge undUnion( z,y) die Vereinigung der zur und y
gelbrenden Knotenmengen. Wemind( x) =Find( v)
dann bildet die Kantgz,y} einen Zyklus mit den inB
aufgenommenen Kanten.

Aufwand: Der Aufwand des Kruskal-Algorithmus béatyt
O(|E|(log(|E| + log|V])), wenn fir Union-Find-
Operationen Bume zur Darstellung der Knotenmengen
verwendet werden.

4. Flusse in Netzwerken

In vielen Anwendungen spricht man von einem Fluf3
verschiedenster @er durch ein Verbundnetz. Dabei wird
zum Ziel gesetzt diesen FIuR zu maximieren - so bildet ein
Olfeld beispielsweise eine Quelle von welch@t durch
Olleitungen von unterschiedlichen Kapé#én zu einer
Olraffinerie als Ziel flieRen soll.

4.1. Netzwerk:

Ein Netzwerk N
Graph G
q,s € V und der Kapazétsfunktionc :
(u,v) ¢ E = c((u,v)) =0.

(G,q,s,c) ist ein gerichteter
(V, E) mit Quelle ¢ und Senkes mit
V2 — NN, wobei

4.2. FluRR:

Eine Funktionf : V2 — Z ist ein zukssiger FluR<

1.V (u,v) € VZ: f((u,v)) < ¢((u,v)) (Kapazititsbe-
dingung)

2.V (u,v) € V21 f((u,v))
bedingung)

3.¥veV\{gs: f(uV) =Y,y F((u,v) =0
(FluRerhaltung)

—f((v,u)) (Symmetrie-

4.3. Betrag eines Flusses:
1= ev F((g:0))

Somit entspricht der Betrag eines Flusses der FluBmenge,
welche von der Quelle weghrt. Ziel ist es nun diesen
Betrag zu maximieren.

4.4. Restnetzwerk eines Netzwerk® = (G, ¢, s, c)
und zulassigem Fluf3f:

Ny ((V,Ey),q,s,cy) ist das zugeordnete Restnetz-
werk, wobei cy die zugeordnete Restkapaitist mit:

cr((u,v)) = e((u,0)) = f((u,v))

4.5. Erweiterungspfad/zunehmender Weg

Ein Erweiterungsweg ist ein zyklenfreier Pfadn N von
g nachs. Ein zunehmender Weg entspricht genau einem sol-
chen Erweiterungspfad.

4.6. Restkapaziéit eines Erweiterungspfades

Die Restkapazitt eines Erweiterungspfadedst cy(p) =
min{cs((u,v)) | (u,v) liegt aufp}

4.7. Eigenschafti:

SeiN = (G, q, s, c) ein Netzwerk,f darauf ein ziAssiger
FluB, N das zugebirige Restnetzwerk unglein zubssiger
FluR aufN;. Dann gilt f + g ist ein zubssiger FluRR aulV
mit(f + )| = || + |gl.

Dies bedeutet, daf3 sich der aktuelle Betrag des Netzwerks,
welcher durch|f| gegeben ist, immer durcly| erhbhen
laikt, wobeig ein zukssiger Flu3 des Restnetzwerks vén
war. Es ist tatdchlich so, daf sich der Betrag des Netzwerks
nicht mehr erbhen ki3, falls es keinen Erweiterungspfad in
Ny mehr gibt. Dazu bestigen wir jedoch den Begriff des
Schnitts eines Netzwerks.

4.8. Schnitt eines Netzwerksv

Ein Schnitt (X,Y) ist eine Zerlegung der Knotenmenge
V=XUY,XNY=0undge X,seY.



Flur

Die Kapaziit eines Schnitts(X,Y) ist ¢(X,Y)
> wex 2oyey c((z,y)). Analog ist dann auch der
f Uber den Schnitt (X,Y) definiert durchf(X,Y")

erX Zer f((x, y))

4.9. Eigenschaft:

Fir jeden Schnitt(X,Y) in einem Netzwerk N
((V, E),q,s,c) giltund FluBf gilt:

fXY) =f]
4.10. Eigenschafts (max-flow-mincut-theorem):

Sei f ein zubssiger FluB in einem Netzwerk/
(G, q, s, c). Dann sind folgende Aussagéaquivalent:

1. fist maximaler Fluf3 aug/.
2. Das Restnetzwerk erith keinen Erweiterungspfad.
3. Esgilt|f| = ¢(X,Y) fur einen SchnitfX,Y) von N.

Dies sind die Voitberlegungen zum nachfolgenden Verfah-
ren.

4.11. Ford-Fulkerson Algorithmus:

forall (u,v) e E {
f((u,0)) = 0;
} f((v,u)) = 0;
while ( 3 pin N) {
r:=c¢(p);
erh bhe f entlang p um r.
}

Der angegebene Algorithmus hat jedoch den Neben-
effekt, dal3 die Laufzeit von den Kapaitn abhngen.
Man kann einfach ein Beispiel konstruieren, bei welchem
es noglich ist, dal der Algorithmus um einigeaniger
[auft, als er nifRte, denn es wird keine Information dbaer
bereitgestellt, welcher Pfad denn nun genau auabéw
werden soll. Durch die Edmonds-Karp-Strategie, welche
besagt, da3 man nurikzeste Erweiterungspfadeaien

soll, kann letzteres vermieden werden, indem man mittels

ebenfalls abgewandelt und den Knoten so P#acteit
vergeben, dal? immer derjenige Knoten bevorzugt wird,
welcher den maximalen FluRzuwachs aufweist. Jedoch
ist dieser Zuwachs immer durch den unmittelbaren Va-
terknoten beschlnkt. Wird nach Pfaden gesucht, welche
den Betrag des Netzes maximal @nlen, so ergibt sich ein
Aufwand vonO(|V|?log(f*)) bei Adjazenzmatrizen und
O((JE| + |V]) log(|V]) log(f*)) bei Adjazenzlisten, wobei

f* die Kosten des Flusses sind.

5. Planaritat von Graphen

Fur die graphische Darstellung eines Graphen ist es oft
hilfreich zu wissen, ob es aglich ist den Grapheifiber-
kreuzungsfrei in die Ebene einzubetten. 1974 entwickelten
Tarjan und Hopcroft einen effizienten, doch sehr kompli-
zierten Algorithmus, welcher auf der Tiefensuche beruht.

geg:GraphG.

ges:Das Testen, olé: planar ist und falls ja, die Angabe
einer Einbettungifr G.

Vorgehenim Groben &Rt sich der Algorithmus i2 Phasen
unterteilen. Zuachst wird ein Zyklug” von G berechnet,
dessen Beseitigun@ in mehrere Zusammenhangskompo-
nenten zerfallendit. Rir diese Zusammenhangskompo-
nenten wird rekursiiberpiift, ob sie alle ebenfalls planar
sind. Der zweite Teil des Algorithmugberpiift, ob es
Einbettungen iir diese Zusammenhangskomponenten mit
G \ C gibt und berechnet diese, fallsglich.

Man kann zuachst annehmen, dal dety 2-
zusammendingend ist, denn ein Graph ist genau dann
planar, wenn seing-Zusammenhangskomponenten planar
sind. Es wird nun ein Kreig' berechnet, dessen Kanten
allesamt Baumkanten einer zuvor durcligeten Tiefen-
suche sind, bis auf eine - dies ist einédRwartskante. Wie
erwahnt, zerdllt G nun durch Wegnahme aller Knoten und
Kanten vonC' unter Umsanden in Teilgraphety; . .. G,

die allesamt in paarweise unterschiedlichen Zusammen-
hangskomponenten liegen. Nun s@| der Graph, der
entsteht, wenn mai; mit C' vereinigt und alle Kanten
in G hinzunimmt, deren induzierte Knoten i und G;
liegen. Es wird nun rekursitiberpiift, ob alleG; ihrerseits
planar sind. Alle Kanteid;, welche mitC' verbunden sind,

Breitensuche einen zur Senkéfenden Weg findet. Durch  Mussen sich in deiuSeren Facette vas; befinden, wobe

diese Vorgehensweise ist garantiert, dal3 der maximale Flui

nach lochstens|V||E| hinzugefigten Pfaden, ermittelt
werden kann.

Somit ergibt sich ein Gesamtaufwand va(|V||E|?).

entweder innerhalb oder auRRerhalb v@neingebettet
werden muf3.

Es muRR nuniberpiift werden, ob sich die Einbettungen
aller G vereinbaren lassen, denn es kann vorkommen, daf

Eine abgewandelte Form dieser Vorgehenswelse beinhaltet 12-zusammenhngend bedeutet, daR der Graph durch Entfernenn einer

das Suchen desjenigen Pfades, welcher den Flul3 um de
grofdten Betrag verdfiert. Dabei wird die Breitensuche

Beliebigen Kante diesselbe Anzahl von Zusammenhangskomponenten be-
sitzt, wie vor dem Entfernen.



dies nicht ndglich ist, denn di€7; besitzen alle mindestens
2 mit C verbundene Kanten, d& 2-zusammenanged
ist. Um dies zu ge@hrleisten wird der sog,Interlace
Graph* gebildet, dessen Knoten die Teilgraptién. . . G

(u,v) alsv vereinigt mit der Menge von Knoten, welche
erreichen Bnnen, ohne zu besuchen.

geg:FluBgraphG und eine Rickwartskante: = (u, v)

repiasentieren und genau dann Kanten zwischen zwei Kno-9€s:Die natirliche Schieife vore.
ten gezogen werden, falls Einbettungen der entsprechendeunachst die Einfige-Prozeduinsert

Teilgraphen auf unterschiedlichen Seiten vGh liegen
muissen. Ist definterlace Graph" bipartit, so gibt eine eine
Uberkreuzungsfreie EinbettungrfG.

Aufwand: Dieser Algorithmusauft in O(|V| + |E|). Eine
detaillierte Begiindung vilrde den Rahmen sprengen.

6. Schnitt von Graphen

Seien zwei Graphe@; = (V1, E1) undGs = (Va, E») ge-
geben. Dann ist der Schnitt beider Graplign= (Vs, Es)

mit V3 = Vi NV, und B3 = E; N E,. Dabei wird jedem
Knoten und jeder Kante aus,; und G, eine eineindeutige
ID zugewiesen. Es wird angenommen, dal3 ein Graph als
AVL-B aumen dargestellt wird. Der Graph besitzt einen ge-
ordneten AVL-Baum aller Knoten, wobei die ID der Kno-
ten als Vergleichskriterium des Baums herangezogen wird
analog gibt es einen AVL-Baum aller Kanten. Um nun den
SchnittG3 zu bekommen, wde manahnlich wie bei der
Sammelphase von Mergesort beidauge Inorder durch-
laufen und einen neuen Knoten- und Kantenbaimd;

Vorgehen:

procedure insert( m e V),
if m ¢ loop then begin
loop := loop U {m};
push m auf den
end;
Nun folgt das Hauptprogramm:
stack = 0;
loop :={d};
insert(v);
while  stack # 0 do
pop( m);
for alle Vorg anger
insert(  p)
end
end

stack;

p von m do

Aufwand:Der Algorithmus besitzt im schlechtesten Fall ei-
ne Laufzeit vonO(|V]), denn die natrliche Schleife einer
Kante kann alle Knoten beinhalten.

herstellen. Das Verfahren besitzt insgesamt einen Aufwand

von O(|V[log(|V]) + | E|log(| EI))
7. Schleifenstruktur in Flu3graphen

Gegeben sei ein FluRgragh = (V, E), welcher Informa-
tion Uber ein Programm liefert. Die Knoten régentieren

8. Schwierige Probleme

Dieser Abschnitt ist eine Auflistung von Graphenprobleme-
men, fir welche es momentan keine effizienten Verfahren
gibt (P = N P-Problem). Folgende Liste bietet eikkber-

Berechnungen, die Kanten entsprechen dem Kontrollflugsicht:

des Programms. Wir bezeichnen mite V' den Domina-
tor vonv € V, falls jeder Pfad vom Anfangsknoten des
FluRgraphen zum Knoten zwangsaufig uberw fuhrt. Je-

e k-Clique: Das Problem, olé eine Clique der Gil3ek
besitzt, ist @ir £k > 2 N P-vollstandig.

der Knoten dominiert sich demnach selbst. Desweiteren ist

u der direkte Dominator vom, falls « v dominiert,u # v
gilt und jeder weitere Dominator vanu dominiert.
Wenn man den Dominator-Badnvon G bereits berech-

net hat, ist die Menge der Schleifen des FluRgraphen inter-
essant. Jede Schleife des FluRgraphen hat einen eindeutigen

Eintrittspunkt, den sog.Header". Dieser Header dominiert

alle Knoten der Schleife. Desweiteren muf es vom Header

mindestens einen Weg 4wk zum Header geben. Um nun

alle diese Schleifen des Flul3graphen ausfindig zu machen,

sucht man nach Kantefu, v), so daf% « dominiert, man
spricht von einer sog,Ruckwartskante”. Nun kann man
fur eine Rickwartskante(u, v) die natirliche Schleife von

2Ein Knoten eines Dominatorbaumes besitzt als Kinder alle Knoten,
welche er direkt dominiert.

e k-Coloring. Das Problem zu entscheiden, ob ein
Graphk-farbbar ist, ist istiir £ > 2 N P-vollstandig.

e Traveling Salesperson Problem:Gegeben seiem
Stadte, mit bestimmten Abdhden, wobei der Abstand
von StadtA nachB gleich dem Abstand vo nach
A ist fur alle Sadte. Nun ist die Rundreise gesucht,
welche alle Sidte genau einmal besucht und minimal
lang sein soll. Dieses Konstruktionsproblem iéf-
hart. Das Entscheidungsproblem, oliilberhaupt eine
Rundreise gibt, istv P-vollstandig.

e Subgraph-Isomorphie: Gegeben seieh Graphen,

undGs. Zu entscheiden, ob entwedgg ein Subgraph

von G, ist oder umgekehrt, isV P-vollstandig.



e Max-Cut: Gegeben sdr = (V, E, §) ungerichtet. Ei-
ne Unterteilung der Knotenmengéin S C V und
T =V \Szufinden, sodaly’ o> crd((u,v))
maximal ist fir alle Unterteilungen vori ist N P-
vollstandig.

e Minimale Uberkreuzungen: Eine Einbettung ir
einen nicht-planaren Graphen zu finden, so dal3 die
Anzahl der Uberkreuzungen minimal ist, isiVP-
vollstandig.

e Geradliniges Einbetten:Das Problem einen Graphen
in die Ebene einzubetten und dabei nur gerade Kanten
zu ziehen istV P-vollstandig.
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